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场 是 物理 学 中 最 基本 、 最 重要 的 概念 之 一 , 场 论 是 物理 学 
的 重要 组 成 部 分 。 场 的 概念 贯穿 物理 学 始终 ,无论 是 微观 物 
理 、 介 观 物理 ,还 是 宏观 物理 . 宇 观 物理 ,尤其 是 以 相对 论 与 量 
子 力学 为 标志 的 近代 物理 学 , 场 的 思想 十 分 突出 。 

场 和 粒子 是 统一 的 物质 的 两 种 表现 形式 , 场 反 映 物质 的 连 
续 特 性 ,粒子 反映 物质 的 断 续 特 性 。 从 某 种 意义 上 讲 , 场 理论 
的 主要 内 容 是 建立 场 方程 , 即 描述 场 的 运动 性 质 的 方程 ,如 麦 
克 斯 韦 电磁 场 方程 、 狄 拉克 相对 论 性 电子 运动 方程 、 爱 因 斯 坦 
引力 场 方程 . 杨 -米尔 斯 场 方程 等 。 

本 书 从 连续 介质 运动 、 非 完整 力学 系统 、 电 磁 关 系 、 引 力 
场 .量子 效应 、 基 本 粒子 构造 场 的 量子 理论 \ 场 规范 、 随 机 场 九 
个 方面 介绍 了 了 电磁场. 引力 场 .量子 场 .规范 场 、 统 计 场 的 初步 
知识 。 

本 书 可 供暖 通化 工 、 金 融 . 土 木 .机 电 、 计 算 机 和 建筑 物理 
等 专业 的 科技 人 员 使 用 。 
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1 连续 介质 运动 


1.1 基本 方程 
1.1.1 质量 守恒 


先 推 证 一 个 有 用 的 公式 。 设 物质 体积 为 V(1) 、 界 面 为 S(7)、 
物理 量 为 A(r,1) ,物质 在 V() 上 的 总 量 为 jAoomr ,于 是 


| Arody = | tm Av GD 


V() 
事实 上 ,分 析 V() 的 变化 ， 
过 本: 
全 | Aroay im BL | ATaody JAoomv] 


式 中 第 一 项 六 可 移 进 积分 号 内 , 取 极 限 为 A 对 时 间 1 的 导数 ;第 


二 项 是 体积 AV 中 A 的 贡献 ,体积 的 变化 应 为 上 十 Ar 时 刻 界面 
SG 十 Ab) 与 上 时 刻 界面 SC 之 差 , 面 元 dS 的 外 法 线 为 n ,dS 处 发 
生 的 区 域 变化 为 dV 二 vAtdS 且 夫 = .am ,对 整个 曲面 积分 应 是 
Ai 内 该 物质 体积 的 变化 AV, 命 ndS==dS， 


lm 二 Aceraody lim 坟 $Av Ads =- ,省 
应 用 高 斯 公式 ， 
bAv.ds=|v. (Av)dy 
3 V 


两 项 相 加 就 得 到 式 (1. 1)。 
现 讨论 质量 守恒 问题 。 设 M 为 物质 质量 ,根据 物质 不 灭 原 
理 , 有 


用 V 表示 连续 介质 占据 的 体积 .o 为 其 密度 ,对 于 M = |pdV, 依 
式 (1. 1)， 


Er a aa (pv) Jav =0 


dt oat 
由 V 的 任意 性 知 
20 . 一 
9p) (137 
或 
| 
(P+v* Vo)tov .v=0 
或 
LR (1.4) 
dt ? 
称 式 (1. 3) 为 连续 性 方程 。 利 用 式 (1. 1) 式 (1.4) 可 以 推出 
d _[ dA 
Hoav = Aqy (1.5) 
1.1.2 运动 方程 


设 了 为 单位 质量 力 、o 为 应 力 张 量 , 故 体 积 为 V 的 连续 介质 
所 受 质量 力 的 合力 |fodV，, 通过 界面 S 所 受 表面 力 的 总 和 为 bo: 


ds, 而 连续 介质 的 总 动量 为 | opdV, 依 牛 顿 第 二 定律 ， 


到 wav = oav the “dS (1.6) 


左 端 利用 式 (1. 5) , 右 端 第 二 项 利用 高 斯 定理 ， 


wor =e 


V 
fess [ree 
式 (1. 6) 写 成 
0 


|[e 提 -wf -volav=0 


从 V 的 任意 性 推出 连续 介质 运动 方程 
= a 尼 入 
或 
p 代 = oj + (i = 2 
关于 动能 问题 。 今 以 v 点 积 式 (1.7)， 
四 :至 一 由: fio (V0) (1.8) 
而 
mm" 侍 一 0 他) 


又 定义 张 量 缩 并 运算 A : B 二 A;B; ,由 此 知 
V。(。0) = 3 (vos) =vy*(V.go)+o: Vo (1.9) 
GX 
利用 go 的 对 称 性 可 以 证 明 
Go:Vu—~o:et+o:gqg 
式 中 为 应 变 张 量 且 9 是 反对 称 性 的 ,从 而 @ : 9 二 0, 表 明 连 续 介 
质 刚性 转动 时 应 力作 功 为 零 , 妈 
v*(V.gG)—=V.(v.go)—o:e 
这 样 得 到 动能 定理 的 微分 形式 
pa ($F)=p “fiy.(vo) eo:e (1.10) 
当 质 量力 有 势 时 f 一 一 ve, 其 中 e 为 单位 质量 在 外 场 中 的 势 
能 , 它 依赖 于 时 间 es=s(r,i) ,结果 
v.f = 一 v* Ve = 一 (于 一 革 ) CL 1D 
式 (1. 10) 变 成 


d 


9 
po 世 人 ( 计 V+e)=pF+V (wo oe (0.12) 


省 


对 确定 体积 V 的 连续 介质 ,通过 对 式 (1. 10) 在 V 上 积分 ,并 使 用 
高 斯 定理 得 导 到 动能 定理 的 积分 形式 


Hie, . av+d de 1 


式 (1. 13) 左 端 是 体积 为 V 的 连续 介质 总 动能 变化 率 ; 右 端 第 一 项 
是 单位 时 间 内 质量 力作 功 的 总 和 ,第 二 项 是 单位 时 间 内 S 表面 表 
面 力作 功 的 总 和 ;最 后 一 项 是 单位 时 间 内 因为 形变 内 应 力作 功 的 
总 和 , 它 是 机 械 能 、 热 能 之 间 的 转化 项 。 由 于 形变 ,应 力 所 作 功 为 
正 时 是 机 械 能 转变 为 热能 ,系统 动能 相应 减少 ,因此 该 项 前 取 负 
号 ,系统 的 机 械 能 不 守恒 。 

下 面 讨论 角 动 量 问题 。 体 积 为 V、 界 面 为 S 的 连续 介质 ,对 
某 定 点 角 动 量 的 变化 率 应 当 等 于 质量 力 以 及 来 自 界面 外 的 表面 
力 力 矩 之 和 。 质 量 元 pdV 的 角 动 量 为 dj 一 rXvzpodV,odV 受到 质 
量力 力矩 为 rXJodV,S 表面 面 元 dS 上 的 表面 力 力矩 为 rX(e。 
dS) , 则 物体 V 的 角 动 量 定理 为 


Er x wav = rx joav + 和 xe. dS) (1.14) 


应 用 式 (1. 5) 、 高 斯 定理 并 考虑 V 的 任意 性 ,产生 


Xv rxXft i rxe) (1. 15) 


通过 式 (1. 15)、 式 (1.7) 可 以 自然 地 导出 应 力 张 量 ec 的 对 称 性 。 
1.1.3 热力 学 约束 


根据 热力 学 第 一 定律 ， 
dE_dW do 


dt dt dt 
对 于 体积 为 V、 表 面 为 S 的 连续 介质 , 取 比 内 能 为 eo、 比 动能 为 


去 太 , 又 单位 质量 力 为 /热源 密度 为 .热流 强度 为 g、 应 力 张 量 
为 ,所 以 物体 的 总 能 量变 化 是 
。 4 。 


(1. 16) 


dE 这 17 yi 
di | (37 Te)oav 
外 力作 机 械 功 为 
=|/ .wdV + 和 ev. ds 
单位 时 间 热源 放出 的 总 热量 是 |hodV， 单位 时 间 通过 界面 S 流入 
的 热量 是 一 知 。 ds 于 是 单位 时 间 增加 的 热量 是 


oe = liedv — aos 
I ee 


| (a7 to)ev 


=|w+7 :vpdV he ao 一 0 + ds (1.17) 
利用 式 (1. 5) 得 到 微分 形式 的 能 量 方程 


pL (Fv | oj=af "vtpht+v* cu) 一 4 
(1 18) 
再 依 动 能 定理 得 到 微分 形式 的 内 能 公式 
pH =ph—v.qto:e 


能 量 方程 建立 了 连续 介质 在 运动 变形 过 程 中 机 械 能 、 热 能 的 
相互 转化 与 守恒 关系 ,同样 连续 介质 发 生 的 任何 运动 也 受到 热力 
学 第 二 定律 的 约束 。 


1.2 本 构 关系 


在 1.1 节 中 建立 了 连续 介质 的 基本 方程 , 即 质量 守恒 、 动 量 
守恒 、 能 量 守恒 ， 


dp 


P+ 0 (1. 19) 


cm (1. 20) 


=poh—V.gteoe:e (1: 21) 


因为 本 构 关系 与 坐标 系 的 选择 无 关 , 本 构 关 系 具有 时 间 、 空 
间 平 移 不 变性 和 空间 旋转 不 变性 ,所 以 本 构 方 程 必定 为 张 量 
形式 。 


1.2.1 理想 弹性 体 


理想 弹性 体 就 是 小 变形 的 各 向 同性 的 线性 形变 的 连续 介质 ， 
其 形变 可 逆 。 于 是 单位 体积 的 形变 势能 为 


W (ej) = 二 Me 十 pes Cl 22 


式 (1. 22) 为 等 温 形变 理想 弹性 体形 变 能 的 一 般 表 达 式 ;A、y 为 弹 
性 常数 ( 拉 梅 系数 ) ,由 实验 确定 。 理 想 弹 性 体 的 应 力 应 变 关系 为 
oi = Neoy 2uey (7 = 1,2,3) (1 23 
式 中 
e 二 VY。u (uw 为 位 移 ) 


六 于 (下 3) 
所 2 \9zi 97zi 


对 理想 流体 ,无 慕 灌 阻力 , 切 应 力 为 零 , 则 


om 一 一 她 ) (Pp 为 压强 ) (1. 24) 
最 普通 的 各 向 异性 连续 介质 的 形变 能 为 
W = Couesen CL, 25) 
其 应 力 应 变 关系 为 
0; 一 Ciyuen (1;.26) 
Ci 二 Cwi 称 为 弹性 模 量 张 量 。 
1.2.2 黏 滞 弹性 体 


弱 黏 滞 弹 性 体 有 内 摩擦 ,为 此 应 增加 黏 滞 应 力 mw , 即 
‘6s 


Gi 一 AMe0i 十 2pes 十 co 


而 
0 = AéDs + 2 és (1. 27) 
式 中 
, av 
ee DZ; 
一 工 (2 ov 
人 全 人 
推出 


oj = AeBs 十 20ej 十 Me6i + 2 és6s (1. 28) 
式 (1. 28) 对 流体 称 为 牛顿 黏 性 流体 ,对 固体 称 为 黏 弹性 体 。 当 小 


人 
变形 时 6 二 , 故 


oy = (A++ DD) +2 (pty jes (1. 29) 


这 里 1 十 二 十 凡人 称 为 儿 弹 算 子 。 


研究 流体 时 参照 式 (1. 24) ,从 本 构 关系 
0; =— pO; 十 60 十 20 és (C1; 30) 
推出 


oy =—3p+3(X + )e 
通常 必 一 7 称 为 动力 黏 滞 系 数 、e 一 ) 十 二 7 称 为 体积 黏 滞 系 数 , 实 
验 表明 e<z0, 有 


/ 2 y 2 

A Ka El 
同时 

1 
太守 5 
推出 
本 ( 
Oy = p+ )s 十 2765 (1. 31)》 


这 种 黏 滞 流 体 就 是 牛顿 流体 , 它 的 剪 切 模 量 为 零 , 切 应 力 不 为 零 ， 
这 是 由 流体 之 间 相 对 运动 内 摩擦 引起 的 。 


1.2.3 线性 热 弹 性 体 


线性 热 弹 性 体 是 温度 变化 范围 不 大 的 小 形变 连续 介质 ,为 此 
增加 了 由 温度 变化 产生 的 热 应 力 项 8(T 一 To)6; ， 
oj = Aeds + 2pes + BT— To)6; 


式 中 一 一 Ka、K 一 4 十 与 4 为 体积 压缩 模 量 ,这 样 


oy = Meds + 2uesy — Ka(T— To)6; (1 32) 
对 自由 膨胀 60; 二 0 且 oj 一 0(Gz 夫 7) ,得 到 
e= a(T= 170) Cl 33) 


这 里 a 为 热膨胀 系数 , 式 (1. 33) 表 明了 体积 相对 变化 与 温度 变化 
的 关系 。 


1.2.4 物质 联络 


本 节 对 连续 介质 的 本 构 关系 做 一 般 性 讨论 。 
设 9 为 集 、G 为 群 ,定义 映射 R: 9XG->9, 对 所 有 xE9, 令 
Rel(z) = 2G 
称 映射 y: 9>Y 服 从 关于 G 的 广义 对 称 条 件 。 若 对 所 有 GEG 
满足 
VCazc) 王 VCz)IGC (rE YD) (1. 34) 
则 一 些 本 构 关系 的 对 称 性 可 以 当 作 式 (1. 34) 的 特例 。 引 入 9 上 
的 等 价 关 系 , 即 对 某 些 CEG,z~y 等 价 于 > 一 zC。 关 于 该 等 价 
关系 的 等 价 类 和 称 为 29 中 C 的 左 余 集 ,也 就 是 当 xE3 时 
= 
可 以 证 明 满足 同 格 群 G 的 广义 对 称 条 件 式 (1. 34) 的 函数 y 为 
yx) = yx)G 

式 中 zz 为 对 于 包括 x 的 左 余 集 % 的 固定 表示 元 ,使 


=aG 


并 且 y( 力 满足 
px) E Vry 

这 样 关于 同 格 群 的 本 构 关系 就 可 以 明确 表达 出 来 了 。 

物质 联络 是 描述 物质 特性 的 手段 , 今 分 析 非 均匀 弹性 体 的 物 
质 联系 问题 。 某 些 物 体 和 联络 的 关系 是 : 

(1) 一 个 固体 是 局 部 均匀 的 , 当 且 仅 当 它 存 在 一 个 平坦 的 物 
质 联 络 ; 

(2) 每 个 各 向 同性 固体 存在 唯一 一 个 无 挠 率 的 联络 ,并 且 此 
物质 联络 为 物体 中 任意 内 列 的 黎 曼 度 规 的 黎 曼联 络 ; 

(3) 模 贯 各 向 同性 物体 存在 一 个 无 挠 率 联络 , 当 且 仅 当 物体 
中 内 药 黎 曼 度 规 的 黎 曼联 络 彼此 重合 ,这 个 唯一 的 黎 曼 联络 就 是 
唯一 的 无 挠 率 的 物质 联络 。 

对 于 物体 流 形 B, 切 从 为 

4 有》 专 U cr (v EB,) 


式 中 B, 为 在 x 点 的 切 空间 。 投 影 映 射 x: T(B) 一 B。 它 的 定义 
是 对 所 有 XEB， 
xn(B,)=zx 
记 (z,v) 为 T(B) 的 一 个 点 , (x,v) 点 的 纵 空 间 Vos = 
Kiernw Gd sV esd 是 纤维 B; 的 切 空间 。 从 T(ByYé,w = Vi 中 
五。 确定 横 空 间 态 。.,, , 横 空间 的 光滑 场 就 是 T(B) 的 联络 。 若 
沿 任 意 曲 线 的 相对 平移 属于 从 的 结构 群 , 则 该 联络 为 结构 联络 。 
令 zx 为 一 个 特殊 物质 坐标 图 集 ,T(B,zx) 是 关于 的 物质 切 从 , 物 
质 切 从 TT(B,w) 的 结构 联络 称 为 物质 联络 。 物 质 联络 存在 的 充 要 
条 件 是 参数 框架 从 e(B,w) 有 一 个 结构 联络 ;e(B) 上 的 联络 互 为 
结构 联络 的 充 要 条 件 ,是 它 对 所 有 的 AEL ,在 Ra 下 是 不 变 的 , 即 
Ra. (H) = 五 (1. 35) 
式 中 工 为 e(B) 的 右 乘 变 换 群 。 
这 个 结构 联络 是 存在 的 。 因 为 工 为 李 群 ,所 以 在 L 上 有 由 左 
不 变 向 量 场 组 成 的 李 代数 工 。 今 考虑 纤维 EF, 及 覆盖 x 的 从 坐标 
。 9 。 


卡 (wus) ,如 果 wET 且 取 V, 二 区 (v) ,那么 B 中 对 所 有 的 xz,V， 
的 全 体 构成 E(B) 上 的 向 量 场 V。 对 于 李 代 数 了 中 的 所 有 的 V, 其 
对 应 的 名 形成 李 代数 T。 在 任意 点 (x,a) EE(B) ,限制 映射 | we 
为 1 与 VY.. 的 同 构 映射 ,其 中 E(B) 一 VsHo.s，。 

投影 映射 Se : E(B) ,a 一 V6,w; 取 复合 映射 | 忆 ，*66,s = 


0 称 为 二 的 联络 形式 ,而 入 = KerLOw wy]。 它 是 ECB) 上 的 联 
络 , 该 联络 符合 式 (1,35) , 故 它 是 结构 联络 ,表明 物质 联络 存在 。 


1.3 位 移 场 方程 


当 物 体 的 形变 充分 小 时 ,所 有 的 固体 都 是 理想 弹性 体 ;这 里 
仅 讨 论 各 向 同性 的 理想 弹性 介质 。 因 为 小 形变 ,有 


| wv I<1 5 | 的 1 
所 以 
_du_ du gu 
Vv av VA gp 


注意 到 w 了 < 如 ,同样 加 速度 可 表达 为 


do _ gu 
dt 86 
式 (1. 20) 变 为 
及 
oof ty (1. 36) 
谍 
Qn, 站 
p = of: es (1: 837) 


理想 弹性 体 遵 守 式 (1. 23), 即 
Ori = ox = Medn tt Zpen 
又 由 于 
. 10 . 


gau 
9xk 


6 9 
式 中 6 天 一 加 二 一 六 ?导出 
[a 


OX; dr, -dx 


9 
= A 3 pe 及 十- Pp Dar 


9 9  _ 9 Du = 2 
Bh Je 9X; 9Xh . Vv 
9 
2 i DE w+ ty 。u) 
2 
es (1. 38) 
依 
VX(yXwW 一 一 V2 十 VC。ID) 
38)， 
pa 二 bf 十 人 十 20) vWDW—uTX (TX (1. 39) 


式 (1. 39) 就 是 理想 弹性 体位 移 场 满足 的 方程 , 称 之 为 纳 维尔 方 
程 ,其 中 
p 一 po(1 一 YU) (1. 40) 
(1) 在 边界 上 两 介质 分 界面 两 侧 应 力 连续 ;以 n 表示 界面 上 
某 面 元 的 法 线 ,0, 表 示 界 面 法 应 力 ,0 表示 界面 切 应 力 , 即 


no ~—~n*o (1. 41) 
《2) 在 边界 上 两 介质 分 界面 两 侧 位 移 连 续 , 即 
uw” 一 二 1C2) 稳 鸯 42) 


当 界 面 为 弹性 体 的 包围 面 时 ,可 把 (2) 介 质 的 应 力 与 位 移 看 作 已 
知 量 。 


2 
今 p 一 0, 得 到 弹性 静 力学 平衡 方程 
of 十 (十 VC WwW inyu=0 (1. 43) 


也 得 到 应 力 平衡 方程 
cfiv:o=0 (1. 44) 


可 了 和 六 


其 在 界面 S 上 的 边界 条 件 为 n* 6 二 Fu 二 wo ,而 F, wo 为 给 定 的 

外 应 力 和 位 移 。 

1.4 黏 滞 流 体 
对 式 (1. 31) 求 导 
90y 9 本 
起 二 3 | TV 人 | Ya VY 

结合 式 (1. 20) 并 将 各 分 量 相 加 ,得 


op 至 一 bf vp FN (Vo) + (1 45) 
式 (1.45) 称 为 纳 维尔 -斯 托 克 斯 方程 , 即 黏 灌流 体 的 运动 方程 ;7 
为 动力 黏 滞 系数 。 引 入 运动 黏 清 系 数 y， 


yy 二 2 (1. 46) 
po 


式 (1. 45) 变 为 


2 5 1 1 2 
3 二 v. vo=f - vp 十 VCV 了 路 ) 十 vV Vv 
(1.47) 
注意 到 
aiz6i 一 一 加。 一 Se 十 2765 
于 是 黏 灌流 体 的 内 能 方程 为 
pe =ph yg pv v0— Sm 2 (1. 48) 
状态 方程 


@ = (p, TD) 


(1. 49) 
黏 清流 体 的 边界 条 件 为 在 两 介质 分 界面 上 ， 
(Gn) 一 (G。1)2 Ci 


(2 )1 二 (vw ), 
在 自由 表面 


»。 1]2 。 


on 一 一 np。 (po 为 大 气压 强 ) 全 :让 
当 p 为 常数 时 流体 就 是 不 可 压缩 的 ,这 时 


Pp 时 =pf vptyv' (1. 82) 
Jy*v=0 Gl, §3) 
对 理想 流体 而 言 /一 0, 式 (1. 52) 改 为 
po 也 =pf— vp 
或 
we 全 忆 (1. 54) 
这 就 是 理想 不 可 压缩 流体 的 欧 拉 方程 ,相应 的 内 能 公式 为 
Ye = i (1. 55》 
如 果 状 态 方程 与 热力 学 温度 了 无 关 , 且 只 有 
p= po(p) (1. 56) 


那么 这 种 流体 称 为 正 压 流体 。 流 体 的 等 温 、 绝 热 过 程 都 具有 正 压 
性 。 定 义 正 压 流体 的 压力 函数 PP 替代 正 压 流体 的 压强 p ,也 就 是 


d 二 二 (1. 57) 
压力 函数 的 物理 意义 与 实现 流体 的 正 压 性 有 关 , 对 绝热 过 程 压 力 


函数 为 热力 学 烩 ,对 等 温 过 程 压 力 函 数 为 热力 学 势 。 当 Pp.p 为 
空间 .时 间 函 数 时 ,从 式 (1. 57) 知 


或 
wh = (1. 58) 
式 (1.58) 代 入 式 (1. 54), 有 
i (1. 59) 


at 
式 (1. 59) 为 正 压 流体 的 欧 拉 方 程 。 
| 蕊 六 


【 例 1. 1〗 讨论 不 可 压缩 黏 
清流 体 沿 直 圆 管 的 稳定 流动 。 

解 :如 图 1.1 所 示 。 取 z 轴 
沿 圆 管 轴 顺 流 方 向 , 圆 管 半径 为 
R, 又 设 无 质量 力 ,流体 沿 管 稳定 


流动 (部 一 0)。 根 据 轴 对 称 性 可 


以 断言 :速度 场 矢 量 只 有 z 分 量 图 1.1 
不 为 零 ,也 就 是 
Vs Uy (0 U 
由 不 可 压缩 流体 的 连续 方程 ， 
WO 
YT az dz | 
于 是 
v= v(x,y) 
把 v 二 vk 二 vk 代入 式 (1. 52) ,得 
一 22 
和 三 区 
__9p 
0= ay @ 
0m。 Vu= 一 缮 +yV? 
从 式 忠 ， 
p= p(z) 


在 zy 平面 上 建立 极 坐标 ,利用 轴 对 称 性 , 而 各 物理 量 与 9 无 
关 , 有 


v= T(r 


因为 
v» JUu= vk vy Lv ok| = v7) Sok = 0 


代入 式 〇 ， 
。14 。 


村 十 nT :v= 二 0 
wg 加 
vy Wo BP © 
在 式 @ 中 变量 ~.= 分 离 了 , 故 C 为 常数 ,表明 压强 梯度 芝 p(z) 也 
为 常数 。 当 管 长 为 人 压强 差 为 Ap 时 平均 压强 梯度 为 仿 ,推出 
1 
7 9z 本 S 
负 号 是 由 于 Ap 为 下 游 压强 (小 ) 减 掉 上 游 压 强 (大 )。 用 柱 坐 标 


ek 


依 式 @ ,得 
1 d d Ap 
r lr $7 |= yi ® 
积分 式 @)， 
Vr) = Ap,z FBlnriG 由 
47/ 


在 r= 二 0 处 w(0) 有 限 ; 有 了 B=0; 在 7 一 尺 处 由 黏 性 知 z(R) 一 0, 有 C 
App: 、 
a o B.C 代入 式 @， 


vr) = LR’ —r) © 
4nl 
而 管道 流量 Q 为 
= | ulp2rrdr) 
故 


_ 
Q= ge © 
式 中 了 式 @ 称 为 泊 肃 叶 公 式 , 它 在 工程 上 有 广泛 的 应 用 。 


s 15 s 


1.5 诺 特 定理 
设 w(z) 为 描述 场 的 场 量 ,过 为 独立 坐标 。 取 拉 格 朗 日 密 


= 0,) (1. 60) 
或 
Lf= Hg ,gs gq,,) (1. 61) 
字母 中 的 逗号 表示 对 独立 坐标 的 导数 。 定 义 作用 量 
H(g) = (EE: (1. 62) 
R 


式 (1. 62)d""!ix 二 dx"dzx'…dx” ,积分 遍及 nn 维 曲 面 9R 
十 1 维 体积 尺 ,而 so 1g 二 0; 将 式 (1. 60) 代 入 式 (1. 62), 求 其 变 


i 
-JE (RS) eat [Rr) a 


R 
(1. 63) 
考虑 到 6g, 一 (89 ) ,并 利用 高 斯 定理 ,有 


Jig, 57) d™ 二 jd dS = 0 (1. 64) 


其 中 必 为 9R 上 的 外 法 向 单位 矢量 把 式 (1. 64) 代 入 式 (1. 63)， 
推出 拉 格 朗 日 方程 


a (37) = C1..65) 
由 边界 条 件 6g° | zg 二 6q% ag 一 0, 得 
pa) | (1. 66) 


在 推 证 式 (1. 66) 时 使 用 了 89, 二 (39) ,、69% 二 (84%) 等 式 。 
今 记 变 换 

WE (1..67) 
. 16 . 


命 场 在 变换 群 式 (1. 67) 作 用 下 不 变 , 或 者 说 场 方程 不 变 , 它 的 
条 件 是 作用 量 式 (1. 62) 形 式 不 变 , 即 对 体积 有 


|z [9() ,dl = | [en vw di 
R R 


(1. 68) 
使 式 (1 68) 成 立 的 变换 群 式 (1. 67) 称 为 对 称 群 。 因 为 在 对 称 群 
作用 下 式 (1. 68) 成 立 , 所 以 称 作 用 量 互 (gq) 具有 不 变性 。 对 任意 
无 穷 小 变换 群 
x > Zr + xr 
0 > = g(r) og (7) (1. 69) 
当 其 使 式 (1. 68) 成 立时 称 之 为 连续 对 称 群 ; 即 在 连续 对 称 群 作用 
下 式 (1. 68) 成 立 , 也 表明 五 (w ) 具 有 无 穷 小 不 变性 。 
诺 特 定理 ”如果 作 用 量 互 (% ) 在 w 处 具有 无 穷 小 不 变性 ， 
那么 
次 = 一 0 C1. 70) 
起 中 
ee (1.71) 


f= 人 jaz* 十 过 
式 中 CY 为 克 罗 内 克 张 量 。 
证 明 : 依 式 (1. 68), 有 
| (¢ + 99,9, + dq ) di = | (gg dz (1.72) 
R 


R 


gg 


当 R>R 时 体 元 变换 为 
d= Td 《于 73 
雅 可 比 行列 式 /为 
ai 3 和 , 920 
gx azl QZ 
AR Ck Ek oe. 82 
a | = | 条 a7 a 
9(z) , 

dz” 97 a7" 
dx 让 Gh 


_9 (so _9 (si0 a 9 0 
1+ mdr ) 7 (dx) Fr (oT ) 
2 1 9 1 Re 9 1 
四 Fo (oT ) 1 十 5 (oz ) Jr dT ) 
9 n _9 jan ee 9 n 
Fz0 Ox ) Fz (dx ) 1 ) 
当 近 似 到 8x* 的 一 阶 项 时 
Br 
Qax’ ”8x 
即 
1 二 1 十 下 (1 
Bhes 
把 工 展 成 泰勒 级 数 , 取 线 性 部 分 
A 9 9¥ 
Kg tg ,9 Td) = A tI + agg 
Ci 
以 式 (1.74) . 式 (1.75) 代 入 式 (1.72)， 
a 9 re ee 
[3 + a de + 3 0) J 1 一 0 
(1. 


注意 到 
a a Es 
Sq’,, a gs ad ox (g++ dq) gw 
=[Lg,, 站 (6g°) ,Lo > (87x) | ee Gd 


= 一 oaz) 二 (8r)。 全 
应 用 式 (1. 65) 
Be Wie 0] 

i (Be x’) , ( ee- ) dr 


»。18。 


74) 


75) 


76) 


77) 


78) 


+ ty (1.79) 


9 vy ba 
Lm dr (L667 yd (1. 80) 


把 式 (1. 80)、 Ee 79) . 式 (1.78) 代 人 式 (1. 76) ,得 


LH 一 9 艺 a | fd = 
|[( 宪 - 吉 二 ga 十: ee af] drHz ja pn 


(1. 81) 


由 怀 的 任意 性 知 
fxn=0 
取 四 维 时空 zx" 二 ci(c 为 光速 .t 为 时 间 ), 式 (1.70) 可 写成 
1 ,0 十。 三 王 0 
依 空间 曲面 9R 包围 的 体积 忆 , 积 分 上 式 , 再 从 高 斯 定理 ， 
二 号 Pav = 二 -J dV = 一 | ve J = 一 4 .dS 
(1. 82) 


式 中 dV 二 dri dx ?dz ; 设 在 x 下 吕 处 场 及 其 导数 为 零 , 也 就 是 六 
二 0。 于 是 对 无 穷 大 区 域 D 


jf WW=0 (1. 83) 
即 


虽 [( 绍 一 到) ta |av =—0 (1. 84) 


显然 积分 部 分 为 与 时 间 变 量 无 关 的 守恒 量 。 从 式 (1.71) 还 可 以 
得 到 
frn,dS =0 (1. 85) 
aR 


表明 n 十 1 维 矢量 fr 出 、 入 9R 的 通 量 为 零 。 式 (1. 85) 等 价 于 式 
(1.70), 分 别 形式 地 称 之 为 场 的 守恒 定律 的 积分 形式 和 微分 
形式 。 
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若 取 式 (1.61), 则 场 方程 为 式 (1.60) 在 式 (1.69) 作 用 下 ， 
玉 (4 ) 保 持 不 变 , 这 时 的 诺 特定 理 可 以 推广 为 f%, 二 0, 而 


a BEa 


» =Y6r 二 + 一 — (6 2 二 OW 放 训 
f XT 3g gr 一 Bg gg 


加 = 


1.6 不 可 压缩 流体 的 数学 结构 
1.6.1 索 伯 列 夫 空间 


) (Bg — gs Bx) (1. 86) 


今 以 z 一 (zyzzr)、 yy 一 (myr) 表 示 卫 维 欧 几 里 
得 空间 及 et i :十 zt 人 命 0 为 民 中 的 


开 集 ,w(z) 为 Q 上 的 函数 。 六 阶 微分 算 子 ， 


i “J 
记 91 \92 sO 为 高 阶 导数 ; 令 i (al »Q2 ar) \B= (Bi ,Pe We 
Br)、…, 其 中 Qi i 等 为 非 负 整数 。 

取 


FJ* 一 alal 
xh dre Ori 


式 中 | a | 二 @ 十 @z 十 … 十 ar ;又 记 |a| 二 m, 于 是 用 D” 表示 集合 
(9) =m。 在 一 般 情况 下 假定 0 的 边界 充分 光滑 。 
对 1] 委 pp 一 -= , 令 


二 
| ul 6.» = (| | uCz) |*dzj) (1. 87) 


用 Ls*(Q) 表 示 Q 上 所 有 使 式 (1. 87) 为 有 限 的 勒 贝 格 可 测 函 数 的 
集合 。 在 范 数 式 (1. 87) 下 L?* (0) 为 巴 拿 赫 空间 ;用 

| ww | v5 = esssup | zy) | 三 inf sup | wx | (1. 88) 

这 里 N 为 2 内 任意 一 个 零 测度 集合 ;用 L~(Q) 表 示 Q 上 所 

有 使 式 (1. 88) 为 有 限 的 勒 贝 格 可 测 函 数 的 集合 ,在 范 数 式 (1.88) 

下 LL”(Q) 也 为 巴 拿 赫 空间 。 对 于 p 二 2,L? (Q) 还 是 希 尔 伯 特 空 
间 , 定 义 
20 . 


(u,v) 一 (XxX)v(X) dr 
n 


作为 它 的 内 积 。 设 
Mul.n = C2) Naru | .6.0)7 (1. 89) 


lal<m 


其 中 aex 为 广义 导数 。 依 范 数 式 (1. 89) 得 到 的 巴 拿 赫 空间 , 记 作 
W™?(0); 当 p= 二 2 时 记 其 为 H”*(Q)。 当 p 二 oo 时 定义 
| a =,a = max | au | oa 
对 应 的 空间 记 作 丈 ”” (2) 。 在 上 述 范 数 中 若 对 于 开 集 2 不 发 生 
误会 , 则 2 可 以 不 写 。 当 p 二 2 时 pp 也 可 以 省 略 。 
在 空间 WC) 中 使 用 半 范 数 
hn = | al 


| u | 一 Max | 9°u | 0,co,0 
lal=m 


以 上 为 非 负 整数 阶 索 伯 列 夫 空 间 定义 。 又 以 CC(Q)、C*(Q) 表 示 
在 Q 上 ,在 Q 上 k 次 连续 可 导 函 数 的 集合 ,对 于 C* (0) 若 引入 范 数 
ul em, = 这 4 | ax || wa 
则 CCQ) 也 是 巴 拿 赫 空 间 ;0% Pr 中 次 连续 可 导 有 紧 
支 集 函数 的 集合 。 在 上 述 定义 中 有 可 以 等 于 co。 取 0<4 志 1, 且 


Da 一 De 
本 Nul em +max sup [et 一 2 | 
=k zyEDO | 变 一 及 | 


(1. 90) 
故 它 对 应 的 空间 C**(Q) 也 是 巴 拿 赫 空间 , 式 (1. 90) 中 的 第 二 项 
称 为 Holder 系数 。 

空间 CY CO) 在 W 2?(2) 中 的 闭 包 记 作 WY2G2)， 其 也 是 巴 
拿 赫 空 间 , 当 p= 二 2 时 记 其 为 HY (0)。 

设 :一 4A 十 二 0(&R 为 整数 ,0 二 4 二 1) ,引进 范 数 

ul so = lulisnt ( 2 | | a Tn drdy)” 
al=k 0 


得 到 的 空间 记 作 W”** (0Q), 当 p 二 2 时 记 其 为 H'(Q); 同 理 还 有 
。 2] 。 


Wu H; (0), 
党 Fd .PpP 宇 1.9 宇 1、s 宇 0, 空 间 W”*(Q) 的 对 偶 空间 为 
WwW- Wp 
| u | -sp 一 了 | 可 | 二 和 
同样 当 p==2 时 记 本 一 (92) 为 互 一 (2)。 令 zx 为 可 测 函 数 , 称 vE 
WO) 的 含义 为 对 一 切 vEWi CO) 


J = 《(v,u) 


(Uv,u) 


上 式 是 对 偶 积 ,wu 对 应 于 W- ?(Q) 中 的 一 个 元 素 ; 这 时 W”** (0) 
CW**(0), 这 里 实数 9:><si 。 

上 述 关 于 索 伯 列 夫 空间 的 定义 还 可 以 作 某 种 推广 。 设 X 为 
巴 拿 替 空 间 ,定义 映射 f: (0,T) 一 XX, 可 以 对 f 的 集合 定义 类 似 
的 索 伯 列 夫 空 间 , 记 其 为 W*?(0,T;XX)。 

为 方便 , 取 2 的 边界 为 充分 光滑 、 有 界 , 自 CGCo、Ci、…、M、 
Mo .M … 表 示 具 有 某 种 意义 的 常数 。 

若 赋 范 空间 A、B 满足 

(1)A 为 B 的 子 空间 ; 

(2) 对 一 切 a€EA, 由 TI: a->a 定义 的 从 A 到 B 的 恒 同 算 子 是 
则 称 A 艇 入 到 B, 记 作 A 一 B。 

整数 阶 索 伯 列 夫 空间 嵌入 定理 : 若 1 三 p 二 吕 , 则 

(1) 当 mp 二 时 W”*?(0Q)->L?(0), 其 中 


Eb - 
下 下 人 太一 mp 


(2) 当 mp 二 本 时 W”™?(0Q) 一 L*(0), 其 中 
Pq<™” 
(3) 当 mpT 这 (一 Dp 时 W”™?(0Q) 一 C"*(0), 其 中 
J 
0 二 A 过 mm 一 一 
& m 
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如 果 2 为 有 界 区 域 ,那么 上 述 舱 入 除了 (1) 外 都 是 紧 的 。 
对 分 数 阶 索 伯 列 夫 空 间 , 这 里 仅 讨论 如 = 2 的 嵌入 定理 :车 


>0.2<g<o0,9- 呈 种 十 训 , 则 当 wy 宇 0 时 H'(Q) 一 W”™(Q)。 


迹 定理 表示 了 不 同 维 数 区 域 上 空间 的 座 入 ,但 此 处 只 研究 特 
例 。 对 于 上 述 区 域 ,有 


[ul jacluls (2) 
此 外 ,对 于 边界 上 的 法 向 导数 ,有 


du 本 | 
3 ,<Cluls (i+) 


空间 互 ,(2) 有 一 个 重要 性 质 , 即 泊 松 不 等 式 ; 若 0 为 有 界 区 
域 , 则 对 所 有 wu€ Ho CO) 
zl 和 Clz | ao 
以 上 均 为 标量 函数 空间 ,后 面 还 将 用 到 矢量 函数 空间 。 如 
(LC(0Q))*,uE(L:(Q0))? 意味 着 二 wu(ui ,ws,us), 其 每 个 分 量 分 别 
属于 (0), 它 的 范 数 为 


lon = (2 lu ls) 

置 集合 {u|Y， w= 二 0,wE(C (C0))7), 在 (L:(Q)) 中 取 闭 
包 , 得 到 的 空间 记 为 X。 在 某 种 意义 下 它 是 (L* C0))" 中 所 有 满 
是 VY。，u 二 0.u， nlam 王 0 的 畏 数 的 集合 ,这 里 7 为 外 法 向 单位 矢 
量 。 当 0 为 有 界 区 域 并 且 其 边界 适当 正则 时 ,可 以 将 (LL? (0))" 
做 如 下 正 交 分 解 ; 


全,a0 


(L:(0)) "= XOG 
式 中 G=={ulju 二 Vp,pEHI(0),u€E(L2(0))"}。 若 QQ 不 是 有 界 
区 域 , 则 上 述 分 解 也 存在 ,只 不 过 G 的 定义 减弱 为 
GG {| Vs, EL (Oa EE (LAO) 
式 中 L3%.(Q) 表 示 任 意 一 个 紧 子 区 域 上 属于 L? 的 函数 。 依 此 分 
解 可 以 得 到 一 个 正 交 投影 ， 
P:(L(0))"—X 
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称 之 为 Helmholtz 投影 算 子 ; 因为 它 是 正 交 投影 ,所 以 它 是 有 界 
算 子 。 
假定 空间 维 数 P=3 且 2 为 有 界 的 单 连通 区 域 , 它 的 边界 充 
分 光滑 ,于 是 旋 度 算 子 curl 具有 如 下 性 质 : 
GD) 在 空间 Xfm (HGC2)) 中 , 范 数 ‖ cur， 1， 等 价 
于 | 外。 
(2) 当 s 宇 0 时 
curl: XN HNO > {v|VY. v= 0,v€ (H' (OQ))’) 
为 同 构 映 射 。 
关于 内 插 问题 ,为 方便 , 仍 假定 2 为 边界 充分 光滑 的 区 域 , 故 
而 对 于 Was2(0) WCG0) WwWs2C0)(p>1,0 委 9 委 % 委 ss ) 有 内 
插 不 等 式 : 
al 和 CalzelS (对 所 有 wxE Ws'*(0)) 
(1.91) 


这 里 9 一 一 
53 5 一 51。 


设 B。 Bi 为 巴 拿 赫 空间 ,Y 为 拓扑 矢量 空间 , B, 、B, 连续 馈 
人 YY, 而 恒 同 算 子 1: Bu 一 Y、 工 : Bi 一 Y 为 连续 的 。 令 
Boi+Bi={b+h EY|Ib EBo,b €B) 
lu;Bo+B| = i | oo | Bo 二 6 已) 《po b=) 
定义 C-~Bu 十 B 的 子 空间 是 
FF(Bo,B1) 二 (ff :otir>Boy 十 Bi,i 二 V 一 1 且 满足 (1)、 
(2) 3D C4)? 
式 中 
(1)f 在 0 二 co 过 1 内 全 纯 ; 
(2)f 在 0<o<1 内 连续 有 界 ; 
(3) 对 rER、f(ir)E Bo,r>f(it) 连 续 
lim flir)=0 
(4) 对 rER、f(1 十 itz)E Bi,r>f(1 十 it) 连 续 
。 D4 8 


Dr = 
又 定义 范 数 

| fF(B,,B) 1 = max{sup| flr) | a ,supll fC +i) is) 
由 此 定义 知 它 是 巴 拿 赫 空间 。 对 任意 o€1L0,1] 可 定义 “中 间 空 
间 ”:[Bo,B1j], 二 {ulu€ Bo 十 Bi, 存 在 fEF(Bo,Bi), 使 u=f 
(0)}) ;赋予 范 数 

uj[BosBijsl| = inf | fF(Bo,B))N (= f(0)) 


EFB, ,Bl) 


据 该 范 数 知 它 也 是 已 二 村上 间 。 
可 以 证 明 : 当 0 委 5 委 % 委 ss 时 


Hs 0) s LH (RD) HSC0O) J (9 es 1) 


$a — 8 

对 于 内 插 空间 ,如 下 的 算 子 内 插 定理 非常 重要 , 即 : 设 $y 为 
拓扑 矢量 空间 ,以 A 8,y) 表 示 所 有 从 $ 到 y 的 线性 连续 映射 构成 
的 空间 。 今 设 X、Y 为 希 尔 伯 特 空间 ,其 具有 上 述 关于 Bo、Bi 的 
性 质 , 又 取 和 2 纺 为 硕 尔 伯 特 空间 ,它们 也 有 上 述 性 质 ,rE XX;2) 
且 xE XY, 切 ,于 是 

frE LIXYji[%) (0 二 0 一 1) 
并 有 
| ze | 2, 委 Cmax(CayB) | a cx (C1: 2 

其 中 C 为 与 9 有关 的 常数 ;a、8 为 x 在 空间 KX,)、UY, 急 中 的 
范 数 。 


1.6.2 椭圆 型 偏 微分 方程 解 的 估计 


仍 假定 CCR: 为 边界 充分 光滑 的 有 界 区 域 , 先 考虑 泊 松 的 狄 
里 赫 里 问题 
一 YY 一 ww (1. 93) 
| 丰 | 坟 三 下 (1. 94) 
设 s 宇 一 1.pE(1,00)。 当 wEW (0Q) 时 yEW™T*?(Q), 且 有 
估计 
。25 。 


yl so Cw), (1. 95) 
还 可 增加 非 齐 次 边界 条 件 
ylan=g (1. 96) 
于 是 式 (1. 93) , 式 (1. 90) 的 解 有 估计 
yl sz.0o Cw | 本本 | sH2- 和 ,pa0 ) C1. 07) 
也 可 考虑 局 部 估计 。 取 Q CQ、y==9Q 门 90 ,又 命 y 为 卫 一 1 维 的 
光滑 曲面 (曲线 ) ,2CoO“ 且 2 在 2 Uy 中 紧 ,因此 
yl.pg = CO ol spot Dellsas,yt yl .0g) 
(1. 98) 
对 于 式 (1. 93) 、 式 (1. 94) 的 解 还 有 Schauder 型 估计 
yom Clolem (0<A<1) (1.99) 
式 中 mm 为 任意 非 负 整数 ;也 有 Schauder 型 局 部 估计 。 设 0 7 如 
上 所 述 , 则 
4 er SC ol emt gl etrytt yl em,) 
(1. 100) 
注意 , 当 4 二 0 时 Schauder 型 估计 不 成 立 。 
关于 弱 估 计 , 取 wEL”(Q)、G(zx,z) 表 示 对 应 于 式 (1. 93) 的 
格林 函数 ,所 以 
VCZr) = |Gcz,aocodz (1. 101) 


了 


其 一 阶 导数 为 
Vy(zx) = | V G(x,z)w(z) dz (1. 102) 


人 
在 Q 上 任 取 x、y,; 记 7 二 |x 一 y| 并 以 工 为 中 心 .2r 为 半径 作 球 ( 圆 ) 
工 , 故 


| Voz) 一 VCy) IClwl se | (NY Gr) | 


nNz 


十 | VY ,GC(y,z) | )dz 十 | | VY G(r,z)— VG(y,z) | a 


5 
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对 于 格林 函数 有 下 列 估计 
| DG(z,z) [|<C|lz=mz | 
| DiG(z,z) | 寺 C|zr—zl|’ 
手 是 
[vn — vp) [< Cholos {| lz—z lraz 


5 
十 | 1y—z1 rdzt+t | |z—y||z—z|-"dz) 
5 2r<|zz|<ado 
Crtr| lnr|) xl 
式 中 为 0 的 直径 , 即 
| Vy (x) — Vy) [CC ry| 
+ 二 —y|| | xz—y||) wo (1, 1039 
大 0 三 示 , 则 以 z 为 中 心 , 以 给 定 的 常数 do 为 半径 作 球 B(2r 过 
do), 在 B 内 的 估计 如 上 所 述 ,在 B 外 依 D*G(x,z) 的 有 界 性 ， 
得 到 
| | [VY G(x,z) — VG(y,z)w(z) Jdz 
db\B 


<Clz-y| | lew dC zyl ol 
db\B 
| V(x) — vy(y) |<C(| zr—y | 
+|z—yl| nlz—= sl) wv,ar 
+C|lz—y| lwl oa (1. 104) 
显 见 对 2r>d , 式 (1. 104) 也 成 立 。 


对 Neumann 问题 也 有 类 似 估计 。 设 边界 条 件 为 
$l = (1. 105) 


oan an 


当 s20.pE ,0)B wv EW™? NgEWT St (IN) NH, 
(1. 105) . 式 (1. 93) 的 解 满 足 估计 
| Vy | st1,p.N = | w | 有 四 | 8 | 1 ,p90 ) 


。 2D7 。 


当 Q 二 d$ 时 同样 估计 导数 
pa 和 Cw pa Cm 为 非 负 整数 ) (1. 106) 
对 斯 托 克 斯 方程 有 完全 类 似 的 估计 。 分 析 刚 性 壁 问题 


y Vu > 


Veu=0 

六 | 二 阁 
对 任意 ;三 一 1, 得 

ul CF, (1. 107) 
对 双 调 和 方程 , 取 
yw = 0 
4 | Bi 
Ew |y — 
ah 
与 局 部 估计 式 (1. 98) 对 应 的 有 


lulsmgC( lg ly 


+ gsy+t lullog) (1 (1.108) 
利用 前 面 的 估计 可 以 证 明 Helmholtz 投影 算 子 已 为 有 界 算 
子 , 即 PP: (本 (0))">((Q))7(s 宇 0) ,而 w€E(H(0))", 于 是 
& 二 Vv 十 ww (1. 109) 
式 中 v= 二 Pu€EXw 二 VpEG, 对 式 (1. 109) 取 散 度 ， 
Veu= Vp 
在 边界 上 用 nn 作 内 积 ,有 


9 
Se 


9n |an 
于 是 依 式 (1. 97) 


| vpllsnao<C | Yulsot un :90) 《4 之 0) 
从 逆 定 理 ， 


| vpl yo Cul no 
= D8 。 


也 就 是 
| Uw | HanC | u | st1,0 
由 式 (1. 109) 
[Pu Cul,, 
根据 内 插 定 理 知 
IPul,<Clul, G0) 

可 以 断言 : 设 V 为 可 分 的 实 希 尔 伯 特 空间 、|| 。|| v 为 范 数 ， 
al(u,v) 为 定义 于 VXV 上 的 线性 连续 泛 函 ,并 满足 椭圆 型 条 
件 一 一 存在 常数 4a 二 0, 使 对 所 有 xEV, 有 

a(uu) 之 wz 多 
又 令 V' 为 V 的 对 偶 空 间 , 于 是 对 任意 LEV ,存在 唯一 xxEV, 使 
对 所 有 vEV, 有 

a(u,v) = (lL,v) 
且 有 

lulv<clilvy 


1.6.3 三 维 欧 拉 方 程 的 初 值 


下 面 的 讨论 也 适用 于 二 维 情况 ,在 区 域 尺 关 L0, 太 中 分 析 初 
值 问题 


nt (1.110) 
该 六 二 (1.111) 
u |,=0 =uo CL Li 


其 中 流速 4 二 (ww ,ws ,ws); 单 位 质量 力 f=(fi,fi, fs)。 

定理 1.1 若 m 宇 3.wE(H*(R))’ Vw=0.fEL (0,T.,; 
(HH"(CR3))3) , 则 存在 常数 T.E[0, 丰 ,使 式 (1.110) 一 式 (1. 112) 
有 唯一 的 解 xEL (0,T,;(H”(R))3), 久 VpEL™ (0,T,.;(H” 
(R))»),p 按 如 下 的 意思 是 唯一 的 : 它 可 以 加 上 任意 一 个 取决 于 
时 间 : 的 标量 函数 。 事 实 上 , 先 做 估计 。 对 式 (1. 110) 取 散 度 ， 


l .。 Qu,; Au 
二 可 2 
人 


(3 
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在 式 (1. 113) 及 全 书 中 经 常 使 用 爱 因 斯 坦 求 和 约定 。 对 几乎 所 有 
1,9。fEH”™1(R), 又 暂 假定 wE(H”(R3));, 由 式 (1. 106) 得 
| 下 1 过 clv. 大 ed 


ee 9Zi 
(1.114) 


为 使 式 (1. 114) 有 意义 ， 必须 检验 了 7 E ECR)。 现 以 
& 一 3 为 例 说 明 ,其 余 类 似 。 置 |c| 王 2, 则 
Ou; 9u; 9Wj \ ya a { Oui 
站 2 )? 到 2 
这 里 cwg 为 常数 ,0 过 Ba 表明 每 个 分 量 都 满足 相应 的 不 等 式 。 
对 18|=0, 依 筷 人 定理 ， 


和 (人 用 < 名 | |z( 关 | 

<c| 过 | | 弄 | 和 cz 

对 18| 三 1 ,推出 
7( 强 )a( 丝 ) 7 | | 
<[ 有 x( 器 小 二] 加 2?( 差 )| 上 ] 
-| 总 ) ek , 
< <r 
a 
a <cluli (1. 115) 


记 H" 的 内 积 为 ((。，* ))，, 用 (|a|<<m) 作 用 于 方程 ,并 
以 qu 乘 之 ;在 R* 上 积分 并 关于 a 求 和 ,有 
1 d 区 Au i 吓 y 
2 =— ((w 区 ， 一 ((Vb,z))w + (fu)), 
ll = ((w 革 人 二 7 p / 
Cl 116) 


。 30 。 


估计 式 (1. 116)。 估 计 第 3 项 ， 
(fr)» fu, 
估计 第 2 项 ， 
(Vap,gu)=0 
手 是 


(人 =0 
O 
从 第 一 项 的 估计 ， 
9 
(人 天 四) = Devt De ve) 


lal<m 0<p<a 
进行 积分 ， 
9 
((u*» Y )au ax) 一 J (ow jauudz 
i ui a 2 -| a 9 la. ee 
二 [Emi wi) dz — ou; Bo » de 
=— [wanw, ds =— ((u* VY )9°u ,9°u) 
OZ; 
所 以 
((u*»*V)gu,9u)= 0 C1117) 
有 


- (RE), < lel owe vor lo law ls 
这 里 0 夺 | a| m0 之 jt 将 9 E (He (RD)) RA 
(LAR G8 HEH ER) A 和 ACL RD, 于 pg, 
5 的 情形 分 析 ， 

GD) 当 带 一 |8| > 立时 er>co, 有 
Lam» Vor lo < lomo Vor lo 
<Clom lead volo Chuls 


(2) 当 mm 一 8|< 记 但 mw 一 la 一 8| 一 1 之 也 时 ,同样 可 以 估计 i; 


。31 < 


(3) 当 mm 一 |8| 二 了 3 且 加 一 la 一 B| 一 1 二 卫 时 , 取 


1 1 mL 和 -和 
2 3 o 2 po 
产生 
4 | m—|a—B8l|—1 
o 3 2 3 
利用 Holder 不 等 式 , 得 


| ev Y)o Hullo SC om) ol Yor lo. 


再 依 租 入 定理 
| az qo, SC a |, a RC), 


| V gw Bu | 0,c < > | V9" Bu | 这 Xs C | V A px | 7 一 |o 一 8 一 1 


总 之 有 
| (ax YY)ar lo Cal 
综合 而 言 ， 
ld 2 : 2 
2 Tull CO Fl); ul 3) zl 
或 


Glula CF,t luls) 


又 有 初始 条 件 C0) | ,= | w |。。 
对 应 的 常 微分 方程 的 初 值 问题 是 
y = CC fty) 
y(0) = | uo 。 


(1.118) 


它 有 一 个 局 部 解 y(7) ,因此 取 定 常数 Cu>0 ,存在 常数 了 , 过 T, 当 
1E1L0,T] 时 |y(1) | 过 C,。。 容 易 证 明 上 | ;过 y(1) ,故此 区 间 上 


| u | = 


1.6.4 三 维 欧 拉 方程 的 初 边 值 


设 2 为 R 中 的 有 界 区 域 ,其 边界 92 充分 光滑 。 在 0 X 


[0, 了 中 分 析 初 边 值 问题 ， 
。 32 。 


twit 全 二 了 (1.119) 


Veu=0 (L120) 
ws ey 一 0 《让 121) 
& |,=0 = uo Cl 122) 


定理 1.2 若 m 宇 3 .uw ECH”Y(0Q)) WV ,w=0u * nlan= 
0、fELD(0,T;(H” (0Q))»), 则 存在 常数 TT, E [0, Tj ,使 式 
(1. 119) 一 式 (1.122) 有 唯一 的 解 EL (0,T,;(H”"*(0))?).pE€ 
L~(0,T; HH” 1(0)) 在 允许 相差 一 个 取决 于 时 间 上 的 标量 函数 的 
定义 下 也 是 唯一 的 。 

证 明 : 先 做 估计 。 在 9Q 上 用 与 式 (1. 119) 作 内 积 ,得 


二 是 | “二 村 5 前 2 二 
p on zeEa0 (7 nu ry i 二 .235 


在 22 上任 取 一 点 ,在 它 的 一 个 邻 域内 a0 可 表示 成 风 z) 一 0。 因 
此 外 法 向 单位 矢量 就 是 


~、 _Yg#$(z) 
ka) Er 


边界 条 件 式 (1. 121) 可 以 写成 
u(x)» V(x) |zeao 一 0 (1. 124) 
因为 函数 wu， vy 在 3Q 上 取 值 为 零 ,所 以 梯度 Y (u， v8) 就 和 Vy 
在 93Q 上 平行 , 即 
V (ue V$) | eam= kVY $l|ean 
式 中 & 为 比例 系数 ,于 是 


gu; 98 9 由 k 99$ 
9zZi 9zi 下 一 9xi97; ke 


用 Ui 乘 上 式 、 对: 1 求 和 ,并 利用 式 (1. 124), 有 
au 98 Fyn, os 一 


uiu = 
" 9x; 9x; “7 gxi9zx; 


代入 式 (1. 123)， 


1 
= A ee (1. 125) 
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式 (1.125) 中 ， 
a 1 228 
多 | V g(x) | aziazi 
对 于 Neuman 问题 式 (1. 125) 式 (1. 113) ,应 用 
| vol pa EC owl spatt gl,p.an) C1 126) 
导出 


+、 9 9 . 
1 vp lma<c(|v /一 强 强 


Qi Gk 


m-1,0 
十 | fontuugs | wa) 
上 式 第 一 项 可 以 利用 式 (1.115), 对 其 第 二 项 可 以 利用 迹 定 
理 , 得 
| ff:ntuugs | m,n SC Ef; + ul) 

所 以 

| vpl na CO fl; lulls) (1. 127) 
同 理 可 得 式 (1. 116) ,但 是 其 中 第 二 项 的 估计 略 有 不 同 , 注 意 到 
(Vp,u) 二 0, 有 


vp), 二 | vp le luls 
用 式 (1. 127) 代 入 上 式 , 推 出 
vp) SC Ft el ll, 
表明 式 (1. 118) 仍 然 成 立 。 
1.6.5 ”二 维 欧 拉 方 程 


在 三 维 的 讨论 中 ,限于 篇 幅 省 略 了 解 的 存在 性 证 明 , 有 兴趣 
的 读者 可 以 参阅 有 关 文 献 。 需 要 说 明 的 是 ,以 上 的 存在 性 定理 都 
是 局 部 的 ,而 二 维 情况 却 可 以 得 到 整体 解 的 存在 性 。 本 节 对 初 值 
问题 加 以 证 明 , 所 有 方法 也 适用 于 初 边 值 问题 。 

设 特征 线 在 四 维 空间 中 经 过 点 (x,?) ,以 t+ 表示 特征 线 上 的 时 
间 , 于 是 特征 线 可 以 表达 为 6 二 (rt;z,t) ,满足 
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| $= ug(r37,D) ,0) (1. 128) 
z 

E(tE 工 yL) 一 元 (1. 129) 
有 时 为 了 表示 4 为 一 个 五 元 函数 , 式 (1. 128) 的 左边 也 可 写成 符 。 


对 于 特征 线 上 的 点 (&,7) ,xz 称 为 它 的 拉 格 明日 坐标 , 沿 特征 线 拉 
格 朗 日 坐标 不 变 。 
定理 1.3 如果 vEC ,那么 由 特征 方程 式 (1.128)、 式 
(1. 129) 所 确定 的 映射 Z : x>&, 对 任意 zt 都 是 保 测 度 的 。 
证 明 : 雅 可 比 行列 式 Jr) 为 
9& 36 
OZzl 9x2 


we 
” | 各 六 


gzZl gz， 
式 中 &、 色 Xi 、zz 为 分 量 , 显 见 (7z) 二 1; 依 式 (1. 128) ， 


92& 92& 96& 9& 
aJ grT9X1 9T9X2 OZl 9x2 


or 96 96 9 & 9 名 
Oil 9x2 grozl 9r9x» 
96 9& 
=( 刍 ee ) qzl1 9x2 
9zl 9x ae ge 
9X1 gx» 
因此 jJ 王 1, 表 明 映 射 Z 是 保 测度 的 。 
定理 1.4 和 若 mr 二 3 .uo EC(H”(R))?: .VV 。 w=0.V Xu EL! 
(RD EECO TCH™ CR VY XfFEL (0 TL CR YY ,由 
(1.110) 一 式 (1.112) 在 L™(0,T;(H”(R?))’) 中 有 唯一 的 解 u。 
证 明 : 按 定理 1.1, 上 述 问 题 在 L0,T, ] 上 有 人 解 。 下 面 只 需 证 
明 一 个 与 工 .无 关 的 估计 |‖ xz(5o | ,三 C 就 可 以 将 解 延 拓 到 区 间 
L0, 了 Tj], 今 仅 证 明 m 二 3 的 情形 ,其余 类 似 。 
引入 涡 度 ww 二 一 VY 义 & 流 函数 峭 式 (1.110) 一 式 (1.112) 


= (Voi)] =0 
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dtu. vw —F (1. 130) 


—V’y=w (u=YVXy (1.131) 

w |,=0 =wo (1. 132) 

这 里 ww 二 一 VXw ,由 式 (1.128) 式 (1. 129) 定 义 特征 线 E(t; 蔗 ， 
2) , 故 积分 式 (1. 130)， 

wx,t) = wo (él(0;I,2)) 十 | FCéCrsz,D) ,Ddr (1. 133) 


用 柑 人 定理 ,wo EL” (R?),FEL!'(0,T;L”(R?))。 从 式 (1. 133) 
得 |w(x,t) | 三 C。 注 意 ,C 不 依赖 于 工 . ,以 后 出 现 的 类 似 常 数 也 
有 该 特点 。 又 从 式 (1. 133)， 


R? R 


+|] | Fl&tryrst) sr) | dzdr 
J 


由 定理 1. 3, 上 式 右边 等 于 
| | wo (© | d+ | Fl(é&,7) | dédr 


R 
从 本 定理 的 假设 oC ,ovr CR 及 式 (1.102) 知 | Vy(z,2) | 
<C, 即 |x| 迄 C; 依 式 (1. 104)， 
[zur)—au(y} [CIz—y| (+t| la|z—y1|) 
估计 函数 E(t;x,t) 关 于 x 的 Holder 系数 ,由 式 (1. 128) 导 出 


PAE —é(zy,0)) =| w(t; LT) 


—u(é(r;y,t) ,7T) | 之 C | élr;r,t) 
一 E(t;y;t) | (1 十 | ln | en —é(t;y,t) ||) 


取 8 一 exp( 一 ACT) 且 命 |z 一 yj 一 二 \z 一 |e(rizyti) 一 ECriyyi)|、 
r<4; 当 rt 时 |z| 二 十, 表明 有 44<t, 对 rE [站 均 存在 |z|<< 
一 在 此 区 间 上 ， 
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下 | 一 2Cz | Inz | 
r 
得 到 
dfex (— 2Cr)lnz| = (= 2Clnz 十 1 Ejexp(— 2Cr) 之 0 
de z dr 
所 以 
exp( 一 2Cr)lnz(r) 县 exp(— 2Cr)ln | x—y| 
从 而 


| 家 二 区 | < 一 过 
根据 该 式 , 可 以 继续 向 下 延 拓 ,直到 4 二 0, 它 就 证 明了 : 当 
lz 一 ye< 二 时 

| ECGrizyb 一 6riyot) | 委 | 工 一 y |? (CL 184) 


从 式 (1. 133)， 
| wx) — wy,t) | 委 | wo (EC(0;7,t)) — wo EC0;y,t)) | 


+ | | 
利用 构 入 定理 知 五 " -CC0<A<1) ,以 式 (1.134) 代 和 人 即 可 。 
只 要 |z 一 y|p< 一 就 有 

| wz — wyt) [EC|zr—y|* 
依 式 (1. 131) ` 式 (1. 100)， 


| yes <C ulaw <C 
对 式 (1.128)z 求 导 ， 


9 3x 36 

argor 369z 
于 是 

ps 9€ 

9rt9x <cl 
忆 知 


6| 二 了 (1 为 单位 矩阵 ) 


9 元 | 1 
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应 用 Gronwall 不 等 式 得 


9 
3 | < exp(C | 1—rl) 
由 式 (1. 133) 
dw _ gwo ae aF 9é 
az 3a6 9z | i 沁 语 a 
使 用 租 入 定理 ， Te 1 可 做 入 L? (1 过 p 二 2)， 同 理 完 也 可 作 
此 艇 和 人, 据 定理 1. 3， 
9w Qo "ar 
Bhs Qnp 9€ | 9é ke 


由 式 (1. 106)， 
| yl3s SC | w las SC 
注意 式 (1. 128), 置 |a| 二 2、 rns 

9 ce — qu; a a—Be JT a -一 0. 

元 3"6， EE (QBE) De (= le 

以 19*&1* ?9°& 乘 上 式 并 对 ia 求 和 (p 宇 2) ,在 R? 上 积分 

了 2 

Slo lt cl ld | 

R 


3 
再 用 Holder 不 等 式 ,结合 定理 1. 3， 


| gs€' | ds 


?dr 


ElDs le, < Cho lt, +c(] | 名 


永 
中 (| 1D 
RE 


he 


R: 


=clpielt,+c(| | 
R? 


9 


<C( | Die || 8,, | wu |8,,) 
由 Gronwall 不 等 式 知 ‖ Di& os 达 C。 取 p= 二 4, 从 式 (1.133) 
导出 


,| | 9wo 
| Da J 


2 9 wo 
| Diél 6 十 


aF 
四 


+| 


)ar] < 


| | Del 。 十 


9 
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再 依 式 (1. 106) 得 |xl; 过 C。 此 外 1 zx 1。 的 估计 是 常规 的 ,由 定理 
1. 1 等 可 进一步 得 到 


2 
lelss lw lot) Nf ld 


即 ‖ xlssC。 以 二 了 工 .时 的 解 作 初 值 即 存在 :全 工 . 时 的 解 ,不 
断 向 上 延 拓 , 最 终 达 到 整个 区 间 [0, Tj]。 


1.6.6 线性 算 子 半 群 


定义 1.1 设 X 为 巴 拿 赫 空间 ,有 界 算 子 的 单 参数 族 T(z) (0 
过 1 二 oo) : XX, 称 为 半 群 ,如 果 

(1)T(0)=r; 

C2YT(+s)= TCT (4.30), 

定义 1.2 半 群 T(z) 称 为 强 连 续 的 (Co 半 群 ) ,如果 对 所 及 
EX, 

lim T(Dz se 
定义 1.3 半 群 T(z) 称 为 解析 半 群 ,如 果 它 定义 于 区 域 
D= {(z|z€EC,p <argz<oy,,p <0 oy,) 

上 , 当 zED 时 T(z) 为 有 界线 性 算 子 ,满足 : 

(1)z>T(z) 在 DD 内 解析 ; 

(2)T(0) 二 1,limT(z)x 一 x(zE D, 对 所 有 rEX); 

(3)T(z 十 zz) 二 T(z1)T(zs)( 对 所 有 zi 、z2 ED)。 
显然 解析 半 群 在 正 实 轴 上 的 限制 为 Co 半 群 。 

定义 1.4 设 D(A)CX, 线 性 算 子 A : D(A) 一 X 称 为 半 群 
To) 的 无 穷 小 生成 元 ,如 果 


A = Wn 人 (对 所 有 x € D(A)) 


定理 1.5 算 子 A 为 Co 半 群 T(z) 的 无 穷 小 生成 元 的 充 要 条 
件 为 : 

(1)A 为 闭 算 子 ,D(A)==X; 

(2)A 的 预 解 集 p(A) 包 括 在 正 实 轴 R' , 且 
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| RO;A) | 可 二 (对 所 有 二 0) 


定理 1.6 若 T() 为 一 致 有 界 的 Cu 半 群 ,A 为 其 无 穷 小 生 
成 元 且 0Epo(CA) , 则 下 列 的 表述 等 价 : 

(1)TQ) 可 以 延 拓 为 D; 二 {zx|argz| 二 8} 上 的 解析 半 群 ,对 6 
< 一, 上 T(z) | 在 闭 区 域 D'。 上 一 致 有 界 ; 


(2) | RCGtir;A) | TT Crp0, ,对 所 有 o 记 0); 
(3) 存 在 5E (0, 子 ), 使 


0(A) D5E= a | arg | 二 至 二 6)U 40) 


同时 
| RQ;A) | 过 | (4A 关 0, 对 所 有 XE€ 3) 
(4)T(4) 在 1>0 时 可 导 , 并 有 
| Aco 1 入 4 


今 取 T(z) 为 解析 半 群 ,一 A 为 无 穷 小 生成 元 ,0€Ep(A)。 因 
为 p(A) 是 开 集 ,所 以 必 有 0 的 一 个 邻 域 在 p(A) 内 ,于 是 存在 ;> 
0, 使 一 A 十 6 仍 为 解析 半 群 的 无 穷 小 生成 元 。 为 方便 ,将 与 一 A 
对 应 的 半 群 记 作 e 4 , 则 
[Ed 


即 
le | a Me™ 
任 给 a 二 0, 定 义 A 的 负 乘 寡 为 
一 c ar 一 ] ET 
A -| t dt 


容易 验证 当 wa= 王 1.2、… 时 ,以 上 定义 与 A “的 定义 相同 。 
定理 1.7 A-* 具 有 性 质 : 
(1)A ‘tp 一 A 人 -一 8; 
(2) | A™¥ 1 秋 C (0<a<1); 
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(3)limA “r=x (对 所 有 XEX); 
(4)A““ 为 双 射 。 
记 A 的 正 乘 宕 为 A 一 (A) !。 
定理 1.8 A* 具有 性 质 : 
(1)Ar 为 闭 算 子 ,D(A*) 一 R(A™); 
(2) 当 a 宇 8 之 0 时 D(A*)CD(A?); 
(3)D(A’)=X(a20); 
(4)Ae+ar 一 ArApr (对 所 有 xED(A”)) 
式 中 a、B 为 实数 ;7 二 max(a,PB,a 十 PB); 


COX A = smme| A 十 A) zdt 


式 中 0 二 a 过 1, 对 所 有 XE D(A); 

(6) | Arz <CCo |zl tp Ar) 
| Al 和 受 Clzl lazleco<av 过 1 对 所 有 ZEDCA)) 
式 中 党 数 o>0。 

分 数 次 宕 与 半 群 结合 。 

定理 1.9 

(1l)e““:X>D(A*) (a 宇 0, 对 所 有 过 0) 

(2)e “Ar 二 Are “x .( 对 所 有 XED(A’)); 

(3) | Are | 和 Mi re; 

(4) |e “zx 一 zx 二 Cz* Al (xzED(Ar), 对 所 有 Da 
<1) 
式 中 M,、C, 为 依赖 于 a 的 常数 。 


1.6.7 斯 托 克 斯 算 子 


设 QCR? 为 边界 充分 光滑 的 有 界 区 域 .P 为 Helmholtz 投影 
算 子 , 定 义 A= 一 PV 为 斯 托 克 斯 算 子 ,其 定义 域 
D(A)= {ulu€E (Hi(Q))T,V eu = 0,u | = 0} 
于 是 A : D(A) 一 X; 置 /EX, 有 
Au=f (1 135) 
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及 斯 托 克 斯 问题 


= VV p= 
| V.v 一 0 (1. 136) 
u Es = 
式 (1.136) 等 价 于 式 (1. 135)。 如 果 * 为 式 (1.136) 的 解 ,那么 以 
忆 作用 于 方程 得 到 式 (1.135); 如 果 为 式 (1.135) 的 解 ,那么 可 
以 将 一 Vu 作 分 解 ， 
一 又 站 二 nn 趟 六 (fi €E G,f2 EE X) 
表明 存在 pE Hi(0) ,使 一 Vp 二 所, 男 fi 二 P( 一 V ?wu) 一 Au, 也 就 
是 有 二 fu.p 符 合式 (1.136)。 由 于 已 知 式 (1.136) 的 解 存在 并 
唯一 ,因此 A 是 从 D(A) 到 X 的 双 射 。 考 察 
QT 二 A)v = 一 A (f EX,u€E D(A)) 
取 vE(CEICO)D)mX, 作 大 内 积 ， 
A (Vu Tw) = (fyw tl 187) 
依 对 称 性 , 谱 点 都 在 实 轴 上 。 当 4 宇 0 时 由 Lax- Milgram 定理 , 它 
有 唯一 的 解 ,说 明 谱 点 均 为 负数 。 当 ) 二 0 时 取 v 一 “得 
aul%< flx lullx 
结果 
lulx < 
注意 到 A”! : X-~D(A) 为 有 界 算 子 ,可 以 断言 它 是 财 算 子 ;又 
{ul|u€E (GQ),V.u 一 0) 
在 X 中 稠密 ,所 以 D(A) 在 X 中 也 稠密 。 利 用 定理 1.5 知 一 A 为 
Co 半 群 的 无 穷 小 生成 元 ,也 记 为 e “。 
当 X 二 go 十 iz(o 这 0) 时 置 v 一 v, 取 式 (1. 137) 的 虚 部 ,产生 


ir | ul% = ilm(f,wu) 


或 


ul < dels 


根据 定理 1.6(1)、(2),e “可 以 延 拓 为 解析 半 解 。 
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为 了 分 析 A 的 乘 寡 , 先 讨 论 B= 一 Y :的 乘客 , 忆 的 定义 域 为 
D(B) 二 HH(Q) 站 Hi(Q)。 以 上 关于 A 的 讨论 对 于 B 也 适用 。 
此 一 B 为 解析 半 群 e 的 无 穷 小 生成 元 ,在 定义 乘 寡 Be 之 后 可 以 
证 明 其 定义 域 就 是 内 插 空 间 。 

DB) = [EC DB (Ou) (1138) 
显然 


Hi(0) CD(B) C HO) 
推出 
[L200 ,Hi(0)], C DB) CITL NO), HQ), 
Cl, L309) 
但 是 两 端的 两 个 空间 就 是 H8 (2) 、 五 2 (2) ,它们 有 相同 的 范 数 
| |, 于 是 空间 DCB':) 上 的 范 数 等 价 于 | 。|| x; 如 果 a 一 去 
时 DCB+) 上 的 范 数 就 是 | 。 ||，,。 
此 外 ,从 式 (1. 139) 还 可 以 得 到 关于 空间 D(B" ) 的 某 些 描述 ， 
如 当 a 一 去 时 由 定理 11. 8@， 
D(B) CD(Bi) 
就 是 
Hi(0) mn Hi(Q) C DB?) 
因为 按照 范 数 上 ， | 1,D(B2? ) 为 巴 拿 赫 空 间 , 所 以 H? (WN 由 
(Q) 按 照 范 数 | ， 1, 取 闭 包 应 该 在 D(B? ) 内 , 即 Hi (0Q)CD 
(Bz )。 但 是 


DCB)C [LN), HI) = Hi(Q) 
故 有 


D(B?)= Hi(N) 
当 0<a< 广 时 取 1L*(0)、H3(Q) 作 内 插 , 也 就 是 
D(B®) = [LL (0) ,Hi0)], = HY(0) (1. 140) 
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当 志 a<1 时 取 项 (O)、.D(B) 作 内 插 , 也 就 是 


D(CB*) = 王 [LEBIGo) ,BCo) 站 本 CO)]，， 
一 天 69) 站 [LHC , HECO) J a 
= (0) 站 H2 (C0) (1. 141) 
式 (1. 140) ` 式 (1. 141) 完 全 描述 了 当 0 委 o 委 1 时 的 D(B*)。 对 于 
a 这 1, 如 1 三 a 过 2, 可 使 用 
B" = BB 
来 描述 定义 域 DCB* ) 与 范 数 。 

下 面 建立 DCB") 、D(A*) 的 关系 ,为 此 先 将 下定 义 于 矢量 函 
数 的 空间 CH2 COD?N (CHCQ))7。 

定理 1.10 存在 连续 算 子 P : (L?(Q))" 一 X, 使 

BP |b : DCB) -> DCA) 
为 连续 的 。 
事实 上 , 令 PBf== 一 A-!1PY?:f=A-T!1PBf; 当 fED(B) 时 Pf€ED 
(A), 所 以 只 要 证 明 P 可 以 延 拓 为 从 (L? (0Q))" 到 X 的 有 界 算 子 
即 可 。 

考虑 对 偶 算 子 P* = 二 BIA-!1(I 为 恒 同 算 子 ) ,由 斯 托 克 斯 问题 

的 先 验 估计 ,得 

| 
因此 P*: X>(L*(Q))" 是 有 界 的 ;其 对 偶 巨 : (L2CO))7->X 也 
有 界 。 

定理 1.11 [LX,D(A)] =LGL2CO2)) ,DCB) 上 NX. 

证 明 :首先 有 DCA)= 王 DCB) 门 X。 

任 给 uELX,D(A)],, 依 内 插 空间 定义 ,存在 AEF(CX,D 
(A)), 使 w= f(a)。 显然 /EF(L(0Q))",D(B))。 于 是 uE 
[LCCQ))?,D(B)],, 因 为 D(A)CX, 所 以 FEX, 有 xxEX, 表 明 

u € [LL DEB)], NIX 
反之 , 任 给 wELCLCQ))",D(B)], 门 X, 则 存在 
f € FOL2C0))T .DCB)) 


二 44 . 


使 u=f(a)。 对 于 Bf, 有 PfEF(X,D(A))。 当 FED(CA) 时 由 
定义 知 了 f=f, 所 以 了 在 D(A) 内 为 同 恒 映 射 。 D(A) 在 X 内 币 
密 , 于 是 了 在 X 上 也 为 恒 同 算 子 。 取 wuE€X, 得 Pu 二 wu, 或 Pf(a) 
二 uu, 故 uwE[X,D(A)],。 


对 于 线性 斯 托 克 斯 方程 ， 
Sw (1. 142) 
ot O 
V.vx 一 0 (1. 143) 
u |zean 一 0 (1. 144) 
这 | = Wy (1. 145) 


种 wu,EX、fELIC0,T; (CO))) ,结果 式 (1.142) 一 式 (1.145) 
的 解 为 


u(t) = uoexp(— vtA) 二 | pexp[ 一 vt 一 rz)]FCr)dr 


(1.146) 
现 验证 式 (1. 140) 在 弱 定义 下 满足 式 (1. 142) 。 

任 取 vEX 站 CHICO)DT ooEC (0,T), 并 以 vy (1) 与 式 
(1. 146) 作 内 积 ， 


T T 
| (u,v) pg (1) dt = | (uvexp(— vtA) ,vy (dt 
Tir 
二 | | Pf Cexp—y DA), (drdt 
2 入 t 
=| uAep uA VoD | [Pro 一 | AFDP: 
exp( 一 Wt— D0) dr pd 
用 式 (1. 140) 代 入 ,右边 得 
By * T 
| (u,v) 9 (2) dt = | GAusDg Do| (f (2) ,vw pd 
即 
冰 到 
| (u,v)p (t) dr = 一 | CVY out fyv) vt) dt 
0 
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这 就 是 弱 解 的 表达 式 。 当 提高 w 、f 的 正则 性 时 解 的 正则 性 也 提 
高 。 若 命 ww E D(A)、fEW1(0,T;(L?(0))", 则 ww 一 了 为 下 列 
问题 的 弱 解 ， 


Ww | -ean 二 和 
TW by = PLvV ?uo 十 f(x,0)] 
从 而 可 进一步 讨论 学 的 正则 性 ，。 
对 于 纳 维尔 -斯 托 克 斯 方程 的 初 边 值 ， 


QU 


二 (1. 147) 


Veu=0 (1.148) 
u laeah 一 0 (1. 149) 
u ley 一 Uo (1.150) 


若 V==D(A?).V' 为 V 的 对 偶 空 间 ,u,€E X、fEL’(0,T; 
V ) , 则 式 (1. 147) 一 式 (1. 150) 不 论 二 维 还 是 三 维 在 [0,T] 上 存在 
一 个 弱 解 。 


1.7 非 线性 水 波 
1.7.1 线性 水 波 
当 流 体 不 可 压缩 时 的 连续 方程 为 

六 三 (1. 151) 

运动 方程 可 取 为 
时 = (1. 152) 

若 流体 作 无 旋 运 动 , 则 VY Xu 二 0; 这 表明 流动 存在 速度 势 BB 使 

访 = 地 光 (1. 153) 


式 中 g 为 重力 加 速度 ;zx 为 铅 直 坐标 (取向 上 为 正 ) ,应 用 公式 
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ue Vu=V($) ux (YX 四 
并 忽略 黏 性 ,代入 式 (1.152) 再 积分 ,有 

有 a® , 1 2 |2 

本 二 CO 
上 式 称 为 广义 伯 努 利 积分 。 若 适当 选用 势 函 数 使 之 满足 下 述 关 
系 , 从 而 积分 常数 C(2) 可 隐 含 于 B 中 或 认为 C(7) 二 0。 选 


= 
VG 一 VG 
这 里 已 . 为 大 气压 强 ,一 般 为 常数 ,这 相当 于 C(z) 二 0, 结 果 
一 一 本 十 强 - |v’®| 必 通 煌 
设想 流体 的 底 边界 为 刚性 , 当 z= 二 一 h(x,y) 时 
yg (1. 155) 


972 

于 .表示 底面 的 单位 法 矢量 ,规定 它 指向 流体 的 一 侧 为 正方 向 。 为 
了 求 出 在 底面 上 的 速度 表达 式 , 取 

之 二 TCZ，y，t) (C1. 156) 
或 

下 (PP 到 = eR DE 
式 中 为 方便 把 x、y 写成 平面 极 坐标 矢量 ~, 如 表面 某 点 的 质点 速 
度 为 q, 流 体 中 的 质点 速度 为 u, 得 
Fri+gqdt,t+dr)=0 
展开 ， 
aF 


Ei 
在 一 ”7 的 表面 上 质点 速度 连续 ,于 是 在 底面 上 
2 Fu. VF=0 (1. 157) 
对 于 自由 表面 ,者 其 表面 为 式 (1. 156) 的 形式 , 则 
i 


9n ,9B 9n | 9B 9n_ 9 
Qt azaozr gayay az | (1. 158) 
zx 一 了 7 
置 h(z,y) 为 常数 ,将 式 (1. 153) 代 入 式 (1. 151)， 
V2 =0 (1. 159) 
在 式 (1. 154) 中 不 计 非 线性 ,得 
P——pgz—p ee (1. 160) 


在 自由 面 上 P= P. 。 在 推 证 式 (1. 154) 中 使 用 了 6 一 过 代替 四， 


如 果 从 中 提取 后 一 项 , 式 (1. 160) 变 为 
P—P, ,9g 


中 二 (1. 161) 
舍 非 线性 部 分 ,在 自由 面 上 式 (1. 158) 变 为 
an 36 a 
汪汪 (z = 0) | (1. 162) 
同 理 底部 的 边界 条 件 式 (1. 155) 变 为 
2 一 0 (1. 163) 
gz | z=—h 


下 面 仅 讨论 角 频 为 w 的 简 谐 水 波 。 为 此 置 
nT YL) Ex, Yy)exp(— jwt) 


D(x,y,1) 二 VCZ,y，,z)exp( 一 Juot) (J ST 1) 
ULCZ yt) U(x, y,z)exp(— jwt) 


(1. 164) 
把 式 (1.164) 代 入 式 (1. 159) 一 式 (1.163) ,有 
V20=0 (—h<=<z<=0) 
3 一 0 (zx ——h) 
(1. 165) 


3 Fjwé =0 (z 一 0) 


Se 一 Jup =0 (z 王 0) 
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€= Aexp(jkz) 
代入 式 (1. 165) 推 出 


p= Behlh(z+th) Jexp(jkz) 


-2 1 
jw ch(kh) 
且 
w = gRth( 刀 ) 
而 相 速度 
(8 FE = |/ 龙 由 (她 ) 
为 频 散 方程 ;近似 的 关系 有 


(kh < 1) 
人 三 


a (kh SS 1) 


(1. 166) 


(1.167) 


(1.168) 


(1; 169) 


C1. 170) 


称 Vgh 为 浅水 波 ( 长 波 ) 相 速 , 即 当 如 < 入 1 时 其 频 散 可 以 忽略 ; 称 


/号 为 深水 波 (短波 ) 相 速 , 它 有 频 散 。 


1.7.2 浅水 中 的 非 线 性 波 
对 水 波 方程 无 量 纲 化 。 作 


(zy ) 一 ECzy) z= 1 =wt= thvVgh 


据 此 得 到 


Cls171> 


(1. 172) 
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-9@_ 1 工 A4 / 
二 3 坝 hvVahWw Cls ,L738 
Ww = 字 
BE4 
记 
六 一 大 < 一 作 (G1. 174) 


把 这 些 变换 代入 式 (1. 154) . 式 (1.158) . 式 (1. 159) ,并 略 去 搬 号 ， 
导出 
(Ge 十 gw) 十 Ge =0 (—1<z<e) (1.175) 


TE (1. 176) 

| 庆 (@ 十 办 十 让 ey (名 十 多 ) 十 于 ] = 0 
z=ey (1.177) 
人 一 C1, 178) 


取 浅 水 近似 yy 二 kh<<1, 但 一 全 ,展开 G， 


a D1, (1.179) 
这 里 
2 — 1909 二 i 
B= Dry = Ba | (n= 0,1,2, ) 
(1. 180) 
CN 。 
以 Y 一 ( 基 , 芒 ) 为 二 维 算 子 ,代入 式 (1. 175) ,推出 
2 2 
LV 加 呈 
Dl Cn 1 Cnty (n Qs,12, > Cls 181) 
从 式 (1. 178)， 
ag 
人 azj|--- 
所 以 
中 D; ae 中 1 ee 0 
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将 其 代入 式 (1. 179)， 


B= 一 二 /2 VB 十 却 p (1 + VD, + OG) 
(1. 182) 
命 
El = 十 去 Uo = VD (1; 183) 
式 (1. 183) , 式 (1.182) 代 入 式 (1. 176),、 式 (1. 177); 
SH +vH: (w— FrH vim)+ HY uw 
2 2 
—BrH VV .wm) = O(p) (1. 184) 


Uo + edo »* Vuo 十 寺 VvVH+p YY | 一 FeH?u * Vuo 
十 夫 eH?(V + ww) HV eu | = Op) (1.185) 
对 式 (1. 182) 取 二 维 算 子 和 元 ， 


VY@6 一 由 一 于 Ga YY mo) + Oe) (1.186) 


W= = p+ Vb = pH) Ve wm + Oy) 


(1. 187) 
在 式 (1. 186) 中 使 用 了 VY X(VY Xw) 一 0, 于 是 V ?ww 一 V (VY ， wo)。 
把 伯 努 利 积 分 写成 无 量 纲 形式 ， 


一 也 = = 十 e| 到 十 去 s[ CY 0 + | (1. 188) 
+ 
应 用 式 (1. 182) 、 式 (1. 186) . 式 (1. 187) ,保留 到 yi ,有 
— Pp 一 = 十 ef E23 一 去 (1 十 之 )? Vv . wo | 
+ 去 cL 一 好人 (十 z) oo。V2uo 


i 


tp (lz) (vw)]) (1. 189) 
式 (1.182) 代 入 式 (1.177) 解 出 Bo, ,再 将 其 他 代入 式 (1. 189)， 
P=(eq—z)—38 LH — (2) {Vw 


+elu » Vw — (Vv .wo)’]} + OW) (1. 190) 
在 水 层 内 对 速度 求 平均 (w) ,应 用 式 (1. 186)， 


1 Bh 由 9 2 
ta = 十 |” VOdz = uw — 1 H? V ru — Oy) 


导出 uw 代入 式 (1. 184) . 式 (1. 185)， 
a 


eV。 (HC(u)=0 C1. 191» 


9 ,1 | 
1 ‘WU 十 EU V (1) + RS ye A V °° (wu)) 
+ | — eH Cw) «vbw) + 二 eH (YC))’ 
lz2vo,./9 Bo 1 

ET (0)| = O06) (1. 192) 


需要 说 明 的 是 , 当 w 代入 式 (1. 190) 时 只 取 到 ye 量 级 , 故 所 得 的 
式 子 在 式 (1. 190) 中 w 用 (ww) 代 替 即 可 。 

假设 O(e)= 二 O00 < 入 1, 也 就 是 sj 均 为 高 阶 小 量 。 若 只 取 
到 es 或 5 的 项 , 则 式 (1. 190) 一 式 (1. 192) 在 这 样 近似 下 可 写成 


9 

tv Da =0 (1. 193) 
ou 1 ， Qu |] 
Br Fe * Wht Wag Bp viv. (ZF)|=0 (1.194) 


ogu 
at 


PP 一生 一 z 十 方 放 (2 一 2z) (学 


今 讨论 一 维 行 波 ,这 时 坐标 为 zx、 时 间 为 1, 作 
oxX—t t=ég (1. 196) 


)= 0 (1.195) 


于 是 
a 52 % 


9 并 gr 
是 i 四、 理 
了 ”向 天 路 下 3 


把 它们 代入 式 (1. 193) . 式 (1.194) 的 一 维 形式 ,对 式 (1. 196) 作 变 
换 , 并 相 加 结果 ， 


2 -3 
i 
ne ga 


3 | 7 | 4 = Oy) (1; 197) 


式 (1. 197) 左 边 各 项 同 阶 , 式 (1. 196) 应 用 于 式 (1. 194) 昌 结果 零 
级 近似 ， 


ga 


9u _ 97 
go ga 


或 近似 地 有 “一 洲 又 将 其 用 于 式 (1. 197)， 
dx 3 Qu 2 gw _ 
ar 235 十 你 gg’ 一 
因为 在 式 (1. 198) 中 第 一 级 近似 x 一 7 了 条件 求 得 ,所 以 上 代替 v， 
则 有 


(1. 198) 


da 3-d6 到 986_ 
-A (1. 199) 
Be 3 Gu Lg 
于 十 Wg 1 6 a 0 (ls; 200) 
式 (1. 200) 属 于 KdyV 型 方程 。 令 
Bh 32U = 一 
6 6 
推出 
3 
ds (1. 201) 


dr gr gr 
式 (1. 201) 为 标准 型 KdV 方程 ;其 中 第 二 项 为 非 线性 项 ,第 三 项 
为 频 散 项 。 


1.7.3 深水 中 的 非 线 性 波 


当 kh 很 大 时 的 水 波动 变 成 深水 波 问 题 。 在 理想 介质 中 频 散 
sa 全 


效应 和 非 线性 效应 的 变动 可 能 产生 永恒 的 波动 ,由 此 可 知 在 满足 
某 些 条 件 后 ,有 可 能 产生 孤 波 甚至 孤子 。 

利用 式 (1.174) 、 式 (1.178) 处 理 不 可 压缩 流体 的 有 势 运 
动 , 即 


i 1vg 
之 二 1CZyy，L) 
人 (1. 202) 
Vv’# 一 0 
hz yx, yt 
边界 条 件 
$: | -一 0 (1. 203) 
$y | yo 一 上 | 一 0 (1 204) 


在 人 ys<l 下 ,应 用 多 标 微 扰 法 求解 上 述 方程 组 , 取 到 三 阶 近似 ， 
消除 微 扰 解 中 的 长 期 项 ,得 到 非 线性 薛 定 谓 方程 ， 


2 
全 | 呈 和 (= yl (1. 205) 


7ar ox 
式 中 * 为 常数 。 对 行 波 解 , 置 
X=zx—Ci 
把 wu 表示 成 
u = v(X)expLj kz — wt)] (1. 206) 


这 里 &w 为 常数 ,wv 为 实 函 数 。 式 (1.206) 代 入 式 (1.205) 且 命 虚 
部 为 零 ， 


gv 


J tw 一 0 (下 2073 
a = 二 Cw = 地 C 

9v ee 3 二 
了] | (1. 208) 


取 积 分 常数 A 二 0, 当 y.a 记 0 时 式 (1.208) 为 顶 圆 积分 。 经 过 
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化 简 ， 
v(x,t) = /shVacz — Ct)] (1. 209) 
式 (1. 209) 代 入 式 (1. 206) 知 v(x 一 07) 为 包 迹 函数 ; 式 (1. 209) 表 
示 孤 波 且 为 行 波 性 的 孤 波 ,\/ 各 为 振幅 ,C 为 传播 速度 ,两 者 相互 
独立 。KdV 方程 孤 波 的 解 为 
uxt) 一 一 二 Kishe| 3 Kelz— 2) | 


它 的 振幅 与 传播 速度 有 关 。 显 然 , 当 v0 时 式 (1. 205) 才 有 孤 波 
解 。 以 上 仅 讨论 的 是 特例 而 非 通 解 。 
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2 非 完整 力学 系统 


非 完整 力学 系统 有 许多 问题 尚 不 清楚 ,中 国 许多 学 者 对 此 做 
过 深入 研究 ,如 郭 仲 衡 、 梅 风 翔 等 都 进行 过 积极 探索 ,而 且 取 得 了 
不 少 重要 成 果 。 


2.1 一 般 拉 格 朗 日 系统 的 几何 表述 


今 考察 一 个 具有 m 个 自由 度 的 力学 系统 ,其 构 形 空间 是 m 
维 流 形 M。 这 里 使 用 1 -jet 流 形 六 (RXMD, 并 将 六 (RXMD 与 R 
XTM 等 同 相 看 ,于 是 仅 在 RX TM 上 作 分 析 ; 局 部 坐标 记 作 (+， 
q' ,4')。 

定义 2.1 拉 格 朗 日 函数 LL 是 指 RXTM 上 的 光滑 也 数 ,日 
力 的 形式 下 是 指 RXTM 上 的 1- 形式 , 它 在 局 部 坐标 下 表示 成 

F= f(t,q' 0 )dg 
称 (L, 了 ) 为 RXTM 上 的 拉 格 朗 日 系统 ; 称 
8 = dg' — gd 

为 接触 形式 ; 称 


WE Ld +t (dg a 


为 工 的 嘉 当 1 - 形式 ; 称 
AQ(L) = dg+FAd 
为 动力 学 2 - 形式 。 验 证 可 知 
a=[d( 知 ) A di (2.1) 
取 $: R_=M 为 光滑 映射 ,在 局 部 坐标 下 8 : 1>(g (0)), 称 
7J](g) ER 一 (90dCO) ERXTM 

为 上 的 一 阶 延伸 曲线 。 疡 Cg) 的 切 失 量 记 作 Q (2 ,在 局 部 坐标 下 
的 形式 为 

Ca 


一 
a(l1) a pe a6 


事实 上 ,a J Q 二 0 等 价 于 在 局 部 坐标 下 


式 中 a J 0 为 a.0 的 里 积 , 即 对 任意 RX TM 中 的 切 矢量 场 V 
均 有 
a J QV) = Ql(a,V) 
定义 2.2 8 : R>M 称 为 拉 格 朗 日 系统 (L, 下 ) 的 运动 轨 线 ， 
当 3 的 一 阶 延伸 7 (8) 的 切 拓 量 场 a 满足 
ajuj 0=0 


2.2 一般 标 架 下 的 牛顿 - 拉 格 朗 日 方程 
假定 dzw oo 为 RXM 上 线性 无 关 的 1 -形式 ,局 部 
表达 为 
j= 二 
这 里 A’、A' 为 qi gq、…g"\t 的 函数 , 且 算 阵 (A;) 的 秩 为 m。 在 
RXTM 上 引入 头 个 函数 刀子 六 ,小 的 局 部 表达 为 


人 9 喇 记 
fg = 《+ 3 = A tA 


表明 了 

df = Ad + dg (2. 2) 

与 di 的 线性 组 合 。 依 (A ) 的 非 退化 性 可 求 出 dd 作为 dw ew 、 

…w”、d7 、d7、…*、dw 的 线性 组 合 。 这 样 di ww ww”、dy、 

dd 产 就 构成 了 2* (RXTM) 的 一 组 基 。 从 小 得 
aL 9 AN 


有 (2. 3) 
据 此 产生 9(L) 在 一 般 标 架 下 的 形式 ， 
WT I (dg idey 


9L 


= 二 [Cdy Aid) — (CAN: AL)ae] 
aL 
TT el dt) 
因为 dd ol ew 、…w” 构成 2 (RXM) 上 的 一 组 项 ,所 以 do 为 
df 去 Ch ws Ma Ch ha (2.4) 


其 中 Cs 二 一 Ci (ik\[ 二 1,2,…,m)。 

又 取 Xo、Xi、…、X 为 dl oz 的 一 组 对 偶 基 ,满足 
‘Xosy = 《Xi 了 三 0 
《人 

(GTR 一 1,2, ,2) 


结果 
dw' (Xi,, X1) =— wi' (LX XI]) 一 一 CU 
dw (Xo, Xi) =—w'([ XosX,]) 一 一 Cox 
推出 
LXi,X,)] = CX; (2. 5) 
LXo, Xi] = CX; (2. 6) 


而 k=1,2,° sms dL 在 基 dit、w! sw st dy dy "sd 
下 可 唯一 表 出 
dL = Lidi + Liw' + Lured 9 


对 式 (2. 7) 取 :2 
dq 


(Ly = Lun (Gd ) 


dd 
即 
aL _ 9 人 
dd = Lt a og ,dy ss LireA: 
也 从 六 的 表达 式 有 
db _ gL nx 
a a 
故 
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SFA! — LnnAt 
dL 为 
dL = Ld + Law 十 5 时 


进一步 计算 得 到 Q 在 一 般 标 架 下 的 表达 式 
2 一 d0 十 民生 


=[ 一 Ld 十 d( 窟 #)] 人 (wi — ydi) 


一 入 (Ged A wt 人 以) 二 FA 出 
在 一 般 标 架 下 展开 aj 0 二 0 并 由 ow 的 系数 为 零 得 
二 5 3(G 二 Ci=Q (2. 8) 
注意 到 Qw' 二 ,dq' 二 FF, 式 (2. 8) 就 是 在 一 般 标 架 下 拉 格 朗 日 系 
统 (L,F) 的 运动 轨 线 方程 。 


2.3 约束 性 力学 系统 


设 工 为 正则 拉 格 朗 日 函数 ， 短 隆 [5 a (5 ) 的 秩 为 


m ,由 0 的 表达 式 知 0 的 秩 为 2%。 由 于 RX TM 的 维 数 是 2m 十 
1, 因 此 存在 唯一 的 矢量 场 Xi 满足 
3 本 一 1 (2.9) 
区 玉生 0 (2. 10) 
命 g: R 一 M 为 拉 格 朗 日 系统 的 运动 轨迹 ,a 如 前 所 述 , 即 
qaJ 0 一 0, 应 用 a 局 部 表示 可 以 验证 aJ dt 二 1, 这 样 a 满足 式 
(2.9) 、 式 (2. 10) , 依 唯一 性 知 a() 一 XL(j7 (8)), 其 中 六 (8) 为 $ 
的 一 阶 延 伸 曲 线 。 
事实 上 ,4 : R-~M 为 拉 格 朗 日 系统 的 运动 轨 线 的 充 要 条 件 是 
71($) 为 拓 量 场 X 的 积分 曲线 。 
定义 2.3 在 RXTM 上 的 一 个 法 普 组 P={Pi,P,,…,P,)} 


a 0 % 


称 为 一 个 约束 ,其 中 2 uPy a Pe 为 RXTM 上 的 由 二 形式 。 
定义 2.4 (LL,F,P) 称 为 约束 性 力学 系统 。 
定义 2.5 $$: R>M 称 为 力学 系统 (L,F,P) 的 运动 轨 线 , 当 
$ 的 一 阶 延 伸 曲 线 7 (4) 的 切 和 撩 量 a(2) 符 合 
a( JQAEP (2 
a(t)J P=0 (2. 12) 
当 忆 在 Frobeniues 意义 下 完全 可 积 时 ,(L, 下 ,PP) 称 为 完整 力学 
系统 ;否则 称 为 非 完 整 力 学 系统 。 
【 例 2.1】 设 力学 系统 受 约束 
A A 二 0 (a= ly 2 ,mm 


P, = Audg + Asdi 
P= 二 《Pin PP 符合 定义 2.3。 依 定义 2.5, 曲 线 $:R™> 
M 为 系统 (L, 下 ,P) 的 运动 轨 线 的 充 要 条 件 是 
a Pa=0 aJJQ2EP 
或 
aJ P=0 
a 0Q=PP: (a= 1 ld sm) 
将 aJ 2=0 左 端 展开 ,并 令 dd 的 系数 为 零 ,得 到 
d a9, 8L 
dt 9g gg: 
aJ P 二 0 展开 恰 为 
A TA =0 (a= i112,m sm) 
【 例 2.2】 讨论 一 阶 非 线 性 约束 。 设 
hla 二 0 (slll 2 


Q > A A 


庆 二 产 矶 + = 
P= 二 {P|a=/ 十 1,7 十 2,…,m}) 符 合 定 义 2.4。 取 $8: RM 为 力 
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学 系统 (三 ,下 , 己 ) 的 运动 轨 线 , 则 
aJP=0 ajJj0Q=XxP, 
在 局 部 坐标 下 展开 aJ 0 一 XP,, 有 


doL_ 3aL_ a 9fa 
diag ad QA dd: 
展开 aa P==0 恰 为 f(gq',q',1) 二 0。 

在 一 般 标 架 下 展开 aj QQ 二 XP ,推出 


d aL 9L 


k 人 二 4 多 乱 
di on L; E23 -01 在 WC Q， 十 从 dd 
式 中 j= 二 1,2,…… Mm;a 二 [十 1,l 十 2,…,m; 而 上 ; 由 式 


aL 


a 


dL = Ldt 二 Liw’' 十 
确定 。 
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3 电磁 关系 


3.1 似 稳 电磁 场 
法 拉 第 发 现 
__d5p 
6 一旦 (3.1) 
而 磁 通 为 
$= |a ds 

代入 式 (3.1)， | 

6 一 一 全 | .ds (和 多 

， dt 


实验 指出 感 生 电 动 势 的 大 小 只 与 $B 的 时 间 变 化 率 有 关 , 与 多 
变化 的 物理 因素 无 关 ;所 以 法 拉 第 电感 应 定律 不 仅 适用 于 导体 不 
动 的 磁场 变化 情况 ,而 且 适 用 于 导体 运动 的 磁场 不 变 情况 。 

当 静 态 的 导电 回路 处 于 变化 的 磁场 中 时 , 磁 通 的 变化 是 由 于 
磁场 随时 间 的 变化 而 产生 的 , 因 回 路 所 围 面 积 不 变 , 故 电磁 关系 
可 表达 成 


& "| (3. 3) 
在 不 动 的 导体 中 出 现 感 生 电 流 , 说 明 导 体 中 的 静态 电荷 受到 电力 
的 作用 ,可 见 磁场 的 变化 在 导体 中 激发 电场 。 这 种 电场 不 是 电 葵 
激发 的 ,因此 不 同 于 静电 场 , 称 之 为 感 生 电场 。 根 据 电动 势 的 概 
念 , 感 生 电 场 沿 导电 回路 一 周 的 线 积 分 就 是 感 生 电 动 势 ,从 而 式 
(3. 3) 改 成 


fe .d=-|B .ds (3. 4) 
ot 


式 中 五 为 感 生 电场 。 依 高 斯 定理 可 以 导出 
si 


Nn 
局 
加 


| ex. 
注意 到 积分 区 域 S 的 任意 性 ,有 
VXE-—— 字 (3.5) 


式 (3. 5) 为 微分 形式 的 法 拉 第 电磁 感应 定律 。 据 此 知 感 生 电场 为 
涡 旋 场 ,其 电场 线 闭 合 ,其 旋涡 在 磁场 随时 间 变 化 之 处 。 


当归 一 0 时 Y XE 一 0, 这 就 是 静电 场 方程 。 
带电 粒子 在 磁场 中 运动 受到 洛 仑 效力 的 作用 ， 


F=gqoXB 
式 中 g 为 粒子 电量 。F 可 以 等 价 成 电场 E'， 
E=vXxXB (3. 6) 
对 应 的 电动 势 为 
be’ .d= buxB) .dl 
可 以 证 明 
PoxB) d= -加 (3.7) 
若 导 体 在 磁场 中 运动 , 则 
Pe = “dS + (ox B) ed (3.8) 


这 里 EE 是 以 回路 为 参考 系 时 回路 的 线 元 dl 处 的 电场 。 当 回路 导 
电 时 它 就 产生 电流 ,因此 随 导体 运动 的 观察 者 观察 的 电场 有 两 部 
分 : 因 磁 场 变化 导致 的 感 生 电场 和 因 导 体 运动 导致 的 动 生 电 场 。 
但 从 静止 系 看 电场 只 是 磁场 变化 , 其 仍 符合 式 (3.5), 可 见 式 
(3.5) 与 场 中 导体 的 运动 无 关 。 

如 果 电 源 的 频率 较 低 且 系统 又 非 十 分 大 的 区 域 ,那么 系统 内 
磁场 的 变化 可 视 为 与 电源 同时 发 生 , 场 决定 于 同一 时 刻 的 电荷 、 
电流 分 布 , 称 该 电磁 场 为 似 稳 电磁 场 。 

在 似 稳 条 件 下 ,电场 随时 间 的 变化 类 似 于 稳定 电场 性 质 , 故 
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在 大 部 分 区 域内 电场 满足 
VXE(r,t)=0 
V 五 (ri) = pr,t) 
依 电势 概念 ， 
FR 
pr,1) = 一 | E(r,t) . dl 
只 有 在 少数 集中 区 域 ， 
9 
VXE(rst) = 于 县 (六 


V。 下 Cr,i) 一 0 
其 中 E, 为 感 生 电场 , 它 的 线 积分 就 是 感 生 电动 势 
|EiCr,0 。dl 
电流 与 磁场 相似 ,在 大 部 分 区 域内 近似 地 有 
V»。J(r,t)=0 
KHF,L 三 Tr,t) 
式 中 日 为 磁场 强度 为 电流 密度 。 


3.2 麦克 斯 书 方程 
已 知 的 电磁 规律 为 


其 中 B 为 磁感应 强度 .D 为 电位 移 、o 为 电荷 体 密度 
取 散 度 ,有 


VY. (YX 已 = 一 羡 (Y.B) =0 


证 明 Y .了 不 随时 间 变 化 。 对 式 (3. 17) 求 导 ， 


ao 一 .9D 
ot S ot 
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。 对 式 (3. 


16) 


于 是 将 式 (3. 15) 改 成 
aD 


vxH=3 + (3. 19) 

或 
VxH=,J++J (3. 20) 

而 
Be (3. 21) 


at 
称 J 为 位 移 电 流 密度 。 再 利用 D、E、P( 介 质 的 极 化 强度 ) 的 关系 
D 一 eoE+Ple, 为 真空 中 的 介 电 常数 ) , 式 (3. 21) 变 成 
aP 
qt 
对 于 真空 P 一 0, 即 在 真空 中 位 移 电 流 只 代表 电场 的 变化 率 , 不 代 
表 电荷 运动 ;在 介质 中 守 称 为 极 化 电流 密度 。 对 式 (3. 20) 取 


散 度 ， 


J (3. 22) 
ot 


Y= (Ji 二 0 
上 式 表明 在 不 稳定 条 件 下 ,尽管 传导 电流 不 闭合 ,但 是 位 移 电 流 
与 传导 电流 的 “合流 ”是 闭合 的 。 
麦克 斯 韦 作 了 存在 位 移 电 流 的 假设 ,总 结 出 了 电场 磁场 的 
关系 ,其 理论 也 被 实验 证 实 , 这 就 是 麦克 斯 韦 方 程 


vxH=3 tJ (3. 23) 
| 与 关 放 二 一 人 (3. 24) 
vV.D=p (3. 25) 
Vv.B=0 (3 26 
并 且 
D=eEk (ee 一 soe;) (3. 27> 
B=H (y= pop) (3. 28) 


ey 为 介质 的 介 电 常 数 和 介质 磁 导 率 。 
“ 6 。 


电荷 系统 受到 的 洛 仑 效力 为 


站 = p(B+vXB) (3. 29) 
注意 ,E、B 为 p 所 在 处 总 的 电磁 场 。 电 荷 运动 遵守 守恒 定律 为 
可 下 二 一 (3. 30) 


oat 
若 场 中 有 导体 , 则 除了 极 化 、 磁 化 外 ,还 有 传导 电流 ; 若 导 体 
中 有 非 电 磁 源 的 外 来 场 , 则 电流 是 由 电场 E 及 外 来 场 E, 共 同形 
成 ,此 时 
J 二 ol(E 十 E.) (o 为 电导 率 ) (BLY 
式 (3. 31) . 式 (3. 28)、 式 (3.29) 称 为 电磁 性 质 方程 或 介质 的 状态 
方程 ,它们 在 特定 条 件 下 适用 。 在 边界 上 ， 
nx (H,—H)=i 
nx(E,—E')=0 
n. (D;—D') =o 
n. (B;—B,)=0 
式 中 为 分 界面 上 法 向 单位 矢量 、o 为 电荷 面 密度 i 为 电流 强度 。 


3.3 推迟 势 
3.3.1 矢 势 和 标 势 
在 稳 恒 场 中 由 B 的 无 源 性 引入 矢 势 4 ,使 
B=vVxA (3. 33) 


A 的 物理 意义 是 :在 任意 时 刻 A 沿 任意 闭合 回路 的 线 积分 等 于 该 
时 刻 通 过 回路 内 的 磁 通 量 。 一 般 而 言 ,电场 有 源 、 有 旋 ,不 可 能 用 
一 个 标 势 描述 ;但 当 情 况 变 化 时 电场 、 磁 场 直 接 发 生 联系 ,因而 电 
场 表 达 式 中 必然 包括 矢 势 4。 式 (3. 33) 代 和 麦克斯韦 方程 ,得 


G3 32) 


vx (E+ 学 j=0 


它 表示 矢量 马 + 2 无 旋 , 也 同样 可 用 标 势 表述 ， 
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这 样 
刁 一 一 Vp 一 安 (3. 34) 


式 (3. 34) 式 (3. 33) 把 电磁 场 用 标 势 . 矢 势 表达 出 来 了 ,注意 此 时 
EE 已 不 是 保守 场 了 ,没有 势能 的 概念 , 标 势 p 也 失去 了 电场 中 电 
势 的 意义 。 故 在 高 频 系统 中 电压 的 概念 消失 。 在 变化 的 电磁 场 
中 须 用 矢 势 . 标 势 加 以 描述 。 


3.3.2 势 的 规范 变换 


以 A、y 表述 电磁 场 不 是 唯一 的 , 设 y 为 实 函 数 , 作 变 换 
| A—A’=A+vy 


(3. 35) 
,北部 ' 一 g 一 特 


有 
VxA’=VvVxA=B 
Fp. oA 
"Ve 一 vy 2 


(A',p ) (4,p) 描 述 同 一 个 电磁 场 , 称 式 (3. 35) 为 势 的 规范 变换 ， 
称 (4,p) 为 规范 。 因 为 表示 电磁 场 性 质 的 是 可 测 物理 量 瓦 .了 ,而 
不 同 规范 对 应 着 同一 的 EB, 所 以 如 何 用 势 描 述 电 磁场 应 该 和 势 
的 特殊 的 规范 选择 无 关 。 当 势 作 规范 变换 时 所 有 物理 量 、 物 理 规 
律 应 当 保持 不 变 , 这 种 不 变性 称 为 规范 不 变性 。 规 范 不 变性 是 一 
条 重要 的 物理 原则 ,在 近代 物理 中 有 广泛 应 用 。 在 计算 中 适当 的 
辅助 条 件 可 以 化 简 基 本 方程 ,并 且 物 理 意 义 也 较 明 显 。 
3. 3.2.1 库仑 规范 
辅助 条 件 

vV.A=0 (3. 36) 

在 此 规范 中 A 是 无 源 场 ,因而 电场 为 
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其 中 一 只 为 无 源 场 ( 横 场 )、 一 Vg 为 无 旋 场 ( 纵 场 )。 这 个 规范 的 


特点 是 EE 的 纵 场 部 分 完全 由 o 描述 ,其 横 场 部 分 由 4 描述 ， 
一 党 不 含 纵 场 部 分 。 一 Vg 对 应 于 库仑 场 , -只 对 应 于 感应 电 


场 。 这 种 划分 有 利于 分 析 某 些 问 题 。 
3.3.2.2 洛 仑 兹 规范 
辅助 条 件 
vV. “A 十 地 加 a = (c 为 光速 ) (3. 37) 


此 规范 有 利于 人 研究 辐射 问题 。 
3.3.3 达 朗 伯 方 程 


在 真空 中 将 式 (3. 33) . 式 (3. 34) 代 入 麦克 斯 韦 方 程 ， 


9 oA 
Vx (VXxA),S= wo) AoE0 了 Vp HoE0 ar: 


2 一 也 
VD 本 是 A 人 
而 joeo 二 喜 ,' 有 
24 1 94 
v4 本 oF = i 人 |= pd 
2 9v.A-_£ 
V 2 十 可 VvV.A (3.38> 
式 (3. 38) 适 用 于 一 般 规范 。 当 取 库 仑 规范 时 由 式 (3. 36)， 
134 19 
Y 4 A V9 二 一 py 
vip 二 (VY.A=0) (3. 39) 


其 解 为 库仑 势 ; 从 中 求 出 A 确定 辐射 电磁 场 。 当 取 洛 仑 兹 规范 时 
由 式 (3. 39) . 式 (3. 38)， 
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全 人 这 二 直人 二 
V oz ga (Y 4 十 二 可 0) (3. 40) 


称 式 (3. 40) 为 达 朗 伯 方 程 , 它 是 非 齐 次 波动 方程 ;从 中 求 出 的 EE、 
B 以 波动 形式 在 空间 传播 。 当 然 E、B 的 波动 性 质 与 规范 无 关 。 
定义 四 维 标量 算 子 


A (3.41) 
称 之 为 达 朗 伯 算 子 。 
3.3.4 推迟 势 定义 
今 求解 方程 
1 (3. 42) 


式 中 p 王 p(r,1) 为 空间 电荷 密度 。 式 (3. 42) 属 于 线性 方程 ,表明 电 
磁场 的 迭 加 性 ; 正 因为 如 此 ,可 以 先 考虑 某 一 个 体 元 内 的 可 变 电 
荷 激 发 的 势 , 而 后 对 电荷 分 布 区 域 积分 , 求 出 总 标 势 。 


设 原点 处 有 电荷 QCD) ,其 o(x,0) 一 Q0D5(x)。 这 时 电荷 辐射 
的 势 为 
rg =— TQ) (3. 43) 
因 球 对 称 性 ,gq 只 取决 于 r i, 与 角 变 量 无 关 。 于 是 式 (3. 43) 变 为 
2( LQ) (3. 44) 
除 原点 外 p 满足 
点 也 (二 又 ) 一 点 98 一 0 tr A0) (3. 45) 
从 式 (3.45) 中 产生 球面 波 。 当 了 增 大 而 势 减 小 时 作 代 换 ， 
p70) = HPD (3. 46) 


式 (3,46) 代 人 式 (3.45)， 


qu 1 ou 
2 


£0 (3. 47) 
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式 (3.47) 形 式 为 一 维 波动 方程 , 通 解 为 
ur t= f(t (3. 48) 
依 式 (3. 46) 可 得 到 除 原 点 外 p 的 解 
gr = f(T)tel(rtt)| (3. 49) 


式 (3.49) 中 的 第 一 项 为 向 外 发 散 的 球面 波 ,第 二 项 为 向 内 收敛 的 
球面 波 。 


对 于 静电 场 ,Q 激发 的 电势 为 
?Axeor 
对 变化 电场 ,由 式 (3. 49) 推 想 式 (3. 43) 解 为 
= 二 (一 二 (3. 50) 


可 以 证 明 式 (3. 50) 为 式 (3.49) 的 解 。 事 实 上 , 当 r 关 0 时 式 
(3. 50) 满 足 式 (3. 45) ,r= 二 0 为 式 (3. 50) 的 奇 点 ,因此 
| (3. 51) 
只 可 能 在 r==0 处 不 为 零 ,在 该 处 式 (3. 51) 可 能 有 6 函数 形式 的 奇 
异性 ,为 此 作 一 个 半径 7 的 小 球 包围 原点 , 式 (3.51) 在 小 球 内 


lg 4h 克 (一 于) 地 
EC 
和 
由 广义 函数 $ 知 
al +) |= QC) (3. 52) 


当 Q 在 x 时 命 r 二 |x 一 x |， 
os 2 
10) — FQ (tt) 


全 7 人 . 


依 场 的 迭 加 性 ,对 电荷 p(x ,tz) 激 发 的 标 势 为 


pet) =| mp (x tjay’ C3 53) 
V 


同 理 ,对 电流 J(x ,四 激发 的 和 撩 势 为 


A(x,t) = 各 | 全 二 jdV (3. 54) 
容易 验证 A、y 符合 洛 仑 兹 条 件 。 式 (3. 54) ` 式 (3. 53) 称 为 A、y 的 
推迟 势 ;推迟 势 的 存在 表明 电磁 作用 以 有 限 速 度 传播 。 
3.4 电 多 极 子 
在 静电 场 中 电势 


oR = | i 


其 中 gp(R) 为 点 R 处 的 电势 。 展开 ， 


OCr) _ oo 
g(R) | Th > 


记 天 去 这 一 cosg, 有 


1 
| R—r | J 


1 
I 


互 (/,z) 称 为 生成 函数 。 而 
HL ,se) = 


Cy 


1 
I 十 太一 2 


本 2 二 。 
-> 元 (十 政 二 2 二 要 (3. 55) 


推出 
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= |pdv (总 电荷 ) 


一 | cosOdV ( 偶 极 和 矩 ) 


由 | 
E | ly (四 极 矩 ) 
V 


o soloz 与 勒 让 德 多 项 式 Po(x)、P1(zx)、Ps(x) 一 致 ,因此 推断 


H(/L,x) = 


、 n 
= PPh UD) 
pr 


事实 上 ,可 以 利用 1 二 | 为 拉 普 拉 斯 方程 解 的 事实 , 即 


1 


2 
| R= | 


一 0 
将 
下 a 
1 
代入 式 (3. 57)， 


2 ET V2[P,(cosO)rm]=0 


=0 


以 尺 乘 式 (3. 59) ,得 


V2z(CPum) 十 二 志 -V2[LP,(cosb)m] 一 0 
当 R>oo 时 
Vv?(Por)=0 
以 R? 乘 式 (3. 59) 并 Roo， 
YUPIr YS@0 
以 此 类 推 ,有 
V2z(Pr") 一 0 
注意 
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(3 


(3. 


(3 


(8: 


87) 


58) 


59) 


-60) 


3. 61) 


. 62) 


63) 


1 9 9 ] 帘 严 。 室 1 ' 沁 
2 二 ~ 2 S 1 L 
, r 元 i $6 (sin0 | gp’ (3. 64) 


5 (7 全 jr 二 n(n 二 Dr 


故 式 (3. 63) 可 写成 
v2[P, (cosO) rr ] 一 man 十 DP, 


1 
ts lsing P00) |) 二 0 
(C3. 653 
或 
d 


dr 2 d 
二 | yt | ntmt yp tay 人 


式 (3. 66) 就 是 勒 让 德 方程 。 现 在 比较 P, (x) 与 勒 让 德 多 项 式 ; 记 
算 子 


HP (2) =— nn P(r) (3. 67) 
式 (3. 67) 中 的 P,(z) 称 为 互 的 特征 郴 数 。 当 互 在 一 ] 委 xz 委 1] 上 
为 埃 尔 米 特 算 子 时 , P,(z) 就 构成 正 交 系 。 因 为 


| Btz=| wa-z) 各 |d 


2y dy do” 
| (i Tr) dz 
类 似 地 
类 2 dy” do 
|_w° Hpdr =—| 01—z) Mp edx 
2) dy de 
=| A dz | 
从 而 
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表明 互 为 埃 尔 米 特 的 ,所 以 多 项 式 已 ,(z) 成 正 交 系 。 又 


了 双 . 2 -二 
Pt = 


若 P,(1) 二 1, 则 已 指出 的 唯一 决定 勒 让 德 的 3 个 条 件 均 满足 。 当 
Z 一 1 时 


1 
Pr Ka) (3. 68) 
Tr 人 = 
但 依 式 (3. 56)， 
一 一 一 >) P,(DL (3. 69) 
比较 式 (3. 69) 式 (3. 68) ， 
P,(1)=1 
为 了 计算 勒 让 德 多 项 式 , 式 (3. 56) 取 对 数 并 求 导 ， 
DnPsl™ 
二 二 未 殉 号 


iP- TR (3..70) 


进一步 简化 ,得 到 递 推 公式 
(十 1) PaCz) 一 (22 十 1)zP,(Cz) 十 zPoi(Cz) 一 0 


(3.71 
利用 勒 让 德 多 项 式 与 球 谐 函 数 re 
p(CR) = DD Se Ee (3.72) 
这 里 Qw 取 决 于 原 坐 标的 选择 , 且 
Qim = a |Y 0 OP rolr)ds(r) 
3.5 高 斯 光束 


3.5.1 辫 姆 霍 交 方程 的 波束 解 


波束 场 强 在 横 截 面 上 的 分 布 形式 是 由 具体 激发 条 件 确 定 的 。 
今 讨论 一 种 比较 简单 的 形式 ;这 种 波束 能 量 分 布 具有 轴 对 称 性 ， 
。 74 。 


在 中 部 场 强 最 大 ,靠近 边缘 处 强度 快速 衰减 。 取 波束 对 称 轴 为 >， 
且 选 用 高 斯 函数 
exp( 一 一 二) 
式 中 Vz 十 y 为 到 的 距离 , 当 Vx 十 yw 时 高 斯 未 数值 迅速 
下 降 , 因 此 参数 w 表示 波束 的 宽度 。 
基于 波动 的 特点 ,波束 在 传播 中 一 般 不 能 保持 截面 不 变 , 因 
此 也 为 z 的 函数 。 当 也 增 大 时 场 强 减 弱 , 于 是 波 振幅 也 为 = 的 函 
数 。 以 x 一 x(Cz,y,z) 表 示 电 磁场 的 任意 直角 分 量 , 考 虑 到 上 述 情 
况 ,z 为 
u(x,y,z) = g(xz)exp[— f(z)(x’++y)Jexp(ikz) (一 v 一 1) 
C3. 73 
其 中 exp(ikz) 表 示 沿 z 方向 的 传播 因子 。 如 果 电 磁 波 具有 确定 
的 沿 = 轴 方 向 的 波 矢量 k ,那么 它 就 是 唯一 的 取决 于 z 的 因子 。 
因为 具有 确定 波 矢量 的 电磁 波 为 广 延 于 全 空间 的 平面 波 ,所 以 任 
何 有 限 宽度 的 射 束 不 能 具有 确定 的 波 矢 量 ; 射 束 只 能 有 大 致 的 传 
播 方向 ,exp(ikz) 为 主因 子 。exp[ 一 f(z) (zx? 十 y )] 为 限制 波 东 
空间 宽度 的 因子 ,而 射 束 不 能 有 完全 确定 的 波 矢量 ,结果 w 应 为 
z 的 缓 变 函 数 。g(z) 表 示 波 振幅 ,同时 也 包括 传播 因子 和 纯 平 面 
波 因 子 exp(ikz) 偏 离 的 部 分 。 置 
VCzyyz) = glz)exp[— f(z) (x ty )] C3: 74) 
设 y(r,y,z) 当 xz~4 时 变化 很 小 , 故 在 它 对 = 的 展开 式 中 可 以 忽 
略 高 次 项 。 
zy,z) 符 合 雍 姆 霍 效 方程 


V2u 二 ku 一 (8. 75) 
将 
u(x,y,2) = J (zx,y,z)exp(ikz) (3. 76) 
代 人 式 (3. 75) 并 合 3 2 ,和 
py po CB. 77) 
az 9y 
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式 (3.74) 代 人 式 (3.77)， 


(zy) (2g ihe ) 


(2fg —ikg')=0 
三 为 对 > 的 导数 ,从 上 式 导 出 
2 天 = 正太 (3.78) 
2fg = ikg’ (3.79) 
从 式 (3.78)， 
灶 训 过- 一 一 


(3. 80) 
六 半生 

A 为 复 积 分 常数 。 比 较 式 (3.78) 、 式 (3.79) 知 g 二 Cf(C 为 常数 ) 
为 式 (3.79) 的 解 ， 


和 (3. 81) 
1 十 名 > 


mm 为 积分 常数 。A 的 虚 部 可 用 一 全 抵消 ,也 就 是 总 可 以 选 < 四 
原点 使 A 为 实数 。 取 A 为 实数 , f(z) 写成 


J 总 =) (3. 82) 
记 A 一 ww， 

wi) = A(1+)= [1+( 癌 ) ] (8.83) 
推出 


ey = 二 (1 = ) 


kv? 


由 式 (3. 74)， 


2 4 二 
exp[ 一 FCz)(zz 十 交 )] 一 exp| ae (1 -天 ) 
式 (3. 81) 变 为 


(3. 84) 
s TG a 


g(z) = 0 -exp(—1i1$) 一 uo Zexp( 一 i$ ) 
Ze N 把 
1 十 人 ) 
(3: 85) 
2 
$= arctg (Ee ) (3. 86) 


式 (3. 85) 式 (3. 84) 代 入 式 (3. 74) . 式 (3.76) 得 到 光束 场 强 ， 
[| = w 区 exp( 一 于 二 六 )exp(ig) (3..87) 


vw 


AE 十 y) | 
[1+( 营 )] 
3.5.2 高 斯 光束 的 传播 特性 


现在 分 析 式 (3. 87) 的 意义 。 在 式 (3. 87) 中 exp(iB) 为 相 因 
子 , 其 他 因子 表示 各 处 的 波 振幅 。 但 


B=k1 $ (3. 88) 


exp(— 


为 限制 ww 的 因子 。 从 式 (3. 83) 知 在 z 二 0 处 ww 最 小 , 称 之 为 光束 
腰部 ; 离 腰 部 越 远 ,w 越 大 。 

w 过 为 = 轴 上 的 波 振幅 ,uo 为 波束 腰部 波 振幅 ,为 当 波束 
变 宽 后 波 振幅 相应 减少 。 

为 波 相位 , 波 阵 面 是 等 相位 面 ,由 方程 6 一 常数 确定 。 依 式 
(3. 88) 式 (3. 86), 当 z=0 时 B=0, 故 z= 二 0 平面 为 波 阵 面 , 即 在 
光束 腰部 处 波 阵 面 为 垂直 于 z 的 平面 。 

距 腰 部 远 处 ,车 


z SS kw? (3. 89) 
则 从 式 (3. 86) 中 有 $7 ,因此 在 讨论 远 处 等 相 面 时 可 舍弃 $ 项 ， 
由 式 (3. 88) 远 处 等 相 面 是 
am 77 。 


2 2 
z 十 十 六 一 C (常数 ) (3. 90) 


对 于 闷 宫 上 汪 


于 是 等 相 面 
2 十 2 
十/ 由 和 手 : 2 eC 
或 


十 于 十 芝 窟 必 (3. 91) 
表明 在 远 处 波 阵 面 变 成 以 腰部 中 点 为 球 心 的 球面 。 波 阵 面 从 腰 
部 的 平面 逐渐 过 渡 到 远 处 的 球面 形状 。 
由 式 (3. 83)， 
2z 


To 


wl(z) 人 


(3. 92) 


波束 的 发 散 角 用 tg0 一 一 决定 ,如 图 3. 1 所 示 。 利 用 式 (3. 92)， 
二 
= 


注意 wo 越 小 9 越 大 。 如 果 要 求 好 的 聚焦 (ru 小 ) ,那么 9 必须 充 
分 大 ;如 果 要 求 好 的 定向 (0 小 ), 那 


么 wo 不 能 太 小 。 偏 离 轴 向 的 波 和 撩 ~、 | 一 


0 (3; 93) 


横向 分 量 为 和， 和 1, 代入 式 Ce 
(3. 93)， -一 

AR wo = O(1) Me 
上 式 表示 波 的 空间 分 布 宽 度 和 波 矢 图 3.1 


横向 分 量 宽度 的 关系 ,为 波动 的 普遍 现象 。 只 有 无 限 宽度 的 波 才 
有 完全 确定 的 波 矢量 ,任何 有 限 宽度 的 射 束 都 没有 完全 确定 的 波 
矢量 。 
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3.6 电磁场 张 量 
3.6.1 四 维 时 空 电磁 场 张 量 


取 四 维 矢 量 
A, Ee (Ai ,人 A: ,As ,As) (3. 94) 


其 中 Ai==A,、As==A,、As 一 A.、A1 一 pg(i 二 V7), 于 是 洛 仑 兹 
条 件 可 写成 


2 一 0 (3. 95) 


QU 


式 (3. 95) 为 不 变 式 , 它 对 任何 惯性 系 都 成 立 , 称 式 (3. 95) 是 洛 仑 
效 协 变 的 , 称 A, 一 (4A, 二 gq ) 为 四 维 势 。 引 进 


几 三 (JJJ 7) (3. 96) 
其 中 万 人 Js sa ico, 于 是 电荷 守恒 式 
VJ+=0 (3. 97) 
可 以 写成 
9 
本 一 0 (3. 98) 


称 J 二 (J ,icp) 为 四 维 电流 密度 ;使 用 达 朗 伯 算 子 , 有 

A, =— yo, (3. 99) 
注意 只 有 当 A 、 为 四 维 矢 量 时 才能 使 式 (3. 99) 、 式 (3. 98) 、 式 
(3.95) 对 所 有 惯性 系 都 成 立 ;这 时 p、y 不 再 是 标量 而 与 JA 构成 
四 维 矢量 。 但 是 电量 Q 为 四 维 标量 ,也 就 是 


Q=Q (3. 100) 
定义 电磁 场 张 量 
9A, 34。 
Fw 9x 9x’ 
并 通过 
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a1 
得 到 
| 0 Bs B, 二 Bi 
一 成 0 B! 一 -BB 
F, = 
B =B 0 一 了 
i LB 
Lc C 5 是 
erFwFr 一 全 -下 (er 为 置换 张 量 ) 


也 称 A, 为 四 维 旋 度 ,F, 是 二 阶 反 对 称 张 量 。 麦 克 斯 韦 方程 的 第 
一 ,三 式 合 写 成 
ns po (3. 101) 


日 如 
麦克 斯 韦 方程 的 第 二 、 四 式 合 写成 
Ee FE os 二 (3. 102) 


| 
DY 四 区 


9 
3.6.2 闵可夫 斯 基 空间 电磁 场 张 量 


因为 光束 不 变 , 所 以 
如 十 六 十 必 一 cp 一 不 变量 
记 民 二 Ctx 二 XT 二 yz 二 zx, 故 其 度 规 形式 为 
gozez" 二 不 变量 
x" 称 为 闵可夫 斯 基 空 间 , 且 


i 00 0 100 0 
0 10 0 ,lei10 a 
Bm 
六 六 区 一 1 0 0 0 —1 


表明 g,, 为 常数 。 由 于 det(g ) 二 1, 因 此 闵可夫 斯 基 空 间 是 伪 欧 
。80 。 


儿 里 得 空间 。 仍 取 四 维 矢量 
AAA -a (A ;A, ss ,As) 
这 里 Ai 一 As ,As 一 A,.As 一 A.、A 一 二 g, 但 


A = ga = (A ,A, ,A;， 一 A) 


同样 定义 电磁 场 张 量 
aA， 9A 
PT ge ax 
并 且 得 到 
| 0 B; 和 B; 4p | 
c 
~ B, 0 Bi TE, 
F, = 
B; Sy 已， 0 LE, 
Le 
上 C CE Cc 
| 0 B; B, a 1E | 
区 
] 
En B; 0 Bi OS TE: 
F” ee ag”g*F, a 
B —B 0 一 二 BE， 
2 
LG EC C 


在 闵可夫 斯 基 空 间 中 的 电磁 场 张 量 无 需 引 入 虚数 i, 更 具有 现 
实 性 。 

3.7 ”电磁场 中 带电 粒子 的 哈密 顿 国 数 

3.7.1 非 相 对 论 情形 


拉 格 朗 日 方程 为 
d 亚 汐 _ 


di od Bo Q ka 403) 
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式 中 了 为 粒子 动能 、.Q, 为 广义 力 、9; 为 广义 坐标 9; 为 广义 速度 。 


对 于 保守 系统 ,存在 势能 V(gq;)， 


9 
Q: i 


9g:; 
由 拉 格 朗 日 量 4=T 一 V 知 ， 
dax ax_I| 


dt 9g9; 99: 
对 于 非 保 守 系 统 ,Q: 可 用 函数 U(g; 90i ,1) 表 出 
/7 过 
Q ad dt ad 
这 时 
=T—U 


当 带 电 粒 子 在 电磁 场 运动 时 ,粒子 受 力 
F=e(E+vxB) 
应 用 矢 势 A、 标 势 p 可 使 


F=e -Vp 办 +vX (VXA) | 


或 
一 一 cg 一 o4) 一 | 中 二 (ovY)4 
注意 到 
i 
健一 从 十 (vw)4 
式 (3. 109) 变 为 
F=—eV (pg—v. A) < 


记 
U=e(p—v.* A) 
由 xv 的 独立 性 , 式 (3. 110) 具 有 形式 


al ,daU 
gz: dt DT; 


式 (3. 112) . 式 (3. 105) 相 似 , 因 此 
. 82 . 


BR 


| 


G3. 


C3, 


(3. 


(C3, 


ka: 


(3 


(3. 


. 104) 


105) 


106) 


107) 


108) 


109) 


110) 


: 111) 


112) 


ZL= 了 mao 


FY el(pg—v*. A) (3 113) 
定义 粒子 正则 动量 
a (3. 114) 
依 式 (3. 113)， 
P=mv+eA (3.115》 
哈密 顿 量 定义 为 


NE 2 


(8 116) 
正则 动量 了 与 力学 动量 p 王 mw 的 关系 为 
p=P—eA (3.117) 
故 正则 方程 
_ ox 
aP, 
| , (3. 118) 
3 一 9 


在 非 相 对 论 意义 下 ,带电 粒子 在 电磁 场 中 的 运动 可 用 式 
(3.116) 描 述 。 


3.7.2 相对 论 情形 


力学 方程 
了 m ,|=eEi+vxB) (3. 119) 
t 1] 也 
C2 
由 于 
2 
2 一 7720C2 1 一 所 ) 
1 一 亏 
考虑 相对 论 效应 ， 
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(3. 120) 


f=— moc’ Ee i A 测 


注意 上 式 右 端 第 一 项 并 非 动 能 ,改写 成 式 (3. 120) 
— moc’ + eA,U, (3. 121) 


2 = 


1 _|。 作用 量 为 


式 中 A, 为 四 维 势 .U, 为 四 维 速度 。 式 (3. 121) 右 端 是 洛 仑 效 不 
本 


Y= 


1 


变量 ,因而 左 端 YZ 也 是 不 变量 


宁 三 | zu 3 | yxdr 
其 中 dz 为 粒子 的 固有 时 。 因 为 固有 时 是 不 变量 ,所 以 S 也 是 不 
变量 。 作 用 量 的 洛 仑 效 不 变性 在 近代 物理 中 有 重要 意义 , 它 是 寻 


找 一 个 物理 系统 拉 格 朗 日 函数 的 根据 。 
对 于 自由 粒子 有 不 变量 UU 二 一 c ,于 是 YY 二 a( 和 常数 )， 


=a 
e 


当 wec 时 < 三 一 moc: , 即 
VC—— 2 /一 和 
moc 2 


在 电磁 场 中 运动 的 带电 粒子 , 除 U, 外 ,还 取决 于 AP 
使 UA, 为 不 变量 ,所 以 YY 中 可 以 包括 6UA, (2 为 待定 常数 )。 
如 静电 场 中 v<c 时 ,这 项 应 等 于 粒子 负 势 能 一 ep, 由 此 知 0 一 e。 


正则 动量 
_94 _ mo _v+ehA 二 p 十 eA C3: 122) 
9v 1 一世 
C2 
其 哈密 顿 量 为 
XH=P.v—Y 


匠人 二 ]229 .起 (3.120) 和 A 人 上 我 ， 
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庚 二 十 ep 
一 
2 
另外 ， 
7720C2 | 2 4 Ei] 2 .4 
: Vpzcz 十 aicd = VP—eA):c mic 
1 一 蛤 
人 
故 
X= VP—eA)’c tmic 十 ep (3. 123) 
当 ec 时 
A 和 时 Es 
XP eA) 十 ep 


因为 式 (3. 123) 右 边 对 应 于 p, 十 eA, 的 第 四 分 量 , 为 此 引进 四 维 


矢量 
Ps = p, 本 eA, 
所 以 哈密 顿 量 对 应 于 P, 的 第 四 分 量 ， 
) 212; 
D, (P， C 加 


3.8 电磁 流体 
已 知 麦克 斯 韦 方 程 
wd ee 2 


VX = 一 纸 
at 


VvV.:D=p. 
V.B=0 


D= eeE 
B= H 


(3. 124) 


(3. 125) 


式 中 w 为 电荷 密度 。 由 于 洛 仑 兹 力 的 作用 ,因此 欧姆 定律 形式 为 
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J 二 ol(E 十 vXB) (Co 为 电导 率 ) 
而 连续 方程 为 


gv. (pm)=—0 
但 是 动量 ,能量 方程 应 修正 为 
学 党 一 六 凤 呈 本 加 和 辣 当 全 9) 二 CX 一 十 训 
t 3 p O 


ds 
dz 
这 里 了 为 热力 学 温度 .o 为 电磁 流体 密度 、o 为 黏 性 张 量 为 比 
焙 A 为 导热 系数 v 为 运动 黏 性 系数 .为 电磁 流体 压强 。 

综 上 所 述 ,得 到 电磁 流体 力学 方程 
vx 五 =J 二 + 字 


2 
6 了 一 ( eV)vtv.QvD) + 上 


一 38 
VxE= a 
dp TV。 一 
二 十 时 (pw ) 二 0 
do = Vp 二 vv gt 9 (Vev) 
di p 3 


+LxB)+AeE 
O O 


四 2 
po 于 = (of Y)o+Y QQYT 二 三 


3.9 切 仑 柯 夫 辐射 


在 真空 中 匀速 运动 带电 粒子 不 产生 辆 射电 磁场 ,但 是 当 其 
在 介质 中 运动 时 介质 内 产生 诱导 电流 ,由 这 些 诱 导电 流 激发 次 
波 。 若 带电 粒子 的 速度 超过 介质 内 的 光速 , 则 这 些 次 波 与 原 粒 
子 的 电磁 场 互 相干 涉 , 形 成 辐射 电磁 场 , 称 这 种 辐射 为 切 仑 柯 夫 
辐射 。 

切 仑 柯 夫 辐射 的 物理 机 制 如 图 3. 2 所 示 。 设 在 介质 内 粒子 
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匀速 运动 且 v> an 为 折射 率 ) 。 在 粒子 路 径 附 近 介质 的 分 子 电 
流 受 到 扰动 产生 次 波 。 取 粒子 在 时 刻 4 、ts、… 依 次 经 过 点 Mi、 


图 3.2 


Ms、…, 在 1 时 间 到 达 M 点 。 对 同一 个 1,Mi 处 产生 次 波 已 到 达 
半径 为 MiP 的 球面 上 ， 


MP 二 一 奶 一 机 MM = v(t—1) 


显然 , 当 ">> 半 时 粒子 路 径 上 各 点 产生 的 次 波 在 时 刻 ; 都 在 一 个 
锥 体内 。 在 锥 面 上 各 次 波 互 相 迭 加 形成 波 面 ,从 而 产生 向 锥 面 法 
线 方向 传播 的 辐射 电磁 波 。 辐 射 方向 和 粒子 运动 方向 夹 角 的 关 
系 为 
cosg. 一 re (3. 126) 
切 仑 柯 夫 辐射 是 运动 的 带电 粒子 与 介质 内 的 束缚 电荷 .诱导 
电流 产生 的 集体 效应 ,在 宏观 现象 中 介质 内 束缚 电荷 .电流 分 布 
产生 的 宏观 效应 可 以 归结 为 介 电 常数 s、 磁 导 率 y.。 为 方便 研究 先 


设 sw 为 不 取决 于 频率 的 常数 县/ 一 An ,这 样 在 介质 内 二 一 -天 
Er 
为 介质 折射 率 )。 如 果 n 是 常数 ,那么 在 介质 中 
。 87 。 
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€ 
a (3. 127) 
C2 Di2 


式 中 po、J 为 自由 电荷 密度 .自由 电流 密度 。 
设 粒 子 运动 匀速 .x 二 x.(1) 二 vi, 但 
1 PX,t) = Lx— x(t)] 
(38..128) 

J x,1) = evbL x— x (1) | 
因为 辐射 ,带电 粒子 的 能 量 逐 渐 损 耗 ,所 以 速度 也 逐渐 变 小 。 
是 由 减速 引发 的 效应 不 大 , 故 下 面 仍 设 v 不 变 。 
采用 频谱 分 析 方 法 求解 。 真 空中 推迟 势 的 傅 里 叶 变 换 从 式 


A,(x) 一 RexpGikR)| v(t )exp| iw (¢ > - 于 ) jar 


但 


(3. 129) 
给 出 ,这 里 频率 分 量 波 数 k 二 人。 在 式 (3. 129) 中 c 一 六 可 得 到 介 


质 中 推迟 势 的 傅 里 叶 变换 。 令 /二 == 一 一 二 ,有 


E0C 


A,(x) = | exp| iw (1 > 。 x) | (1 ) dt 


(3. 130) 
式 中 为 辐射 方向 单位 矢量 。 取 wv 沿 x 轴 方 向 ,在 图 3. 3 中 ,n 


xs 一 LvcosO CI = di = 依 式 (3. 130) 知 


A, = SRP (RR)| exp| ior, ( 一 cos0) |dx 


介质 中 波 数 一 “2 。 磁 场 的 傅 里 叶 变换 为 


B, 一直 X 久 一 各 n XA C3, 1) 
B= singexp CAR)| exp| iure( 二 — ood} |dx 
x €0 人 


G3 132) 
88 


Q x 
图 3.3 
式 中 的 积分 为 6 水 数 ， 
| exp[ zz (过 一 对 cosg] ]dzr 一 2x8( 生 一 和 cos0) 


(3. 1338) 
于 是 


iwne | | 包 wn 
= Te Rsindexp(kR)S( 2 cosg) (3.134) 


应 用 6 性 质 知 当 cosb 天 :时 甩 . 一 0。 
若 v< < , 则 对 所 有 0 有 cosb 一 ,表明 此 时 没有 辐射 ; 若 v> 


元, 则 在 cos0 一 -方向 上 B。 为 无 穷 大 ,表明 此 方向 上 产生 辐射 电 
磁场 。 

上 述 ”为 与 w 无 关 的 常数 ,结果 得 到 确定 辐射 角 cos. 一 六 ， 
在 这 个 辐射 下 电磁 场 为 无 穷 大 。 事实 上 介质 中 的 n 与。 有 关 。 
对 很 大 的 ,n>1; 因 此 辐射 频谱 在 高 频 下 截断 ,辐射 场 不 会 在 一 
个 尖锐 的 辐射 角 下 变 无 穷 大 ,而 是 分 布 于 一 定 宽度 的 辐射 角 内 。 


以 防 印 廷 矢量 S.n 一 EH 一 一 BH 一 5B* ,由 辐射 能 量 的 
HE 
角 分 布 公式 


=| $+nR’d (3. 135) 
推出 
. 89 . 


dW 4reo 本 R’ 
dQ n 


将 式 (3. 134) 代 入 式 (3. 135) ,得 


i (3. 136) 


d’ _ ew n cz w wn 
I ll le cos0 ) (3. 137) 


可 表示 只 有 在 cos9 一 -上 才 发 生 辐射 。 式 (3. 137) 要 求 路 程 上 人 远 
大 于 辐射 波长 。 单 位 路 程 单位 频率 的 辐射 能 量 为 


(和 og) 


pss 四 2 
4neoc’ (1 nv ja (3. 138) 
若 ni 二 el(w), 则 
dW. e? | 成 ] 
“ 一 | 和 | 
dL 4xeoe’ vie(w) J" (3. 139) 
2 
式 中 e(w) 之 宛 。 


3. 10 ”横越 磁场 扩散 


3.10.1 弱电 离 等 离子 体 


3.10.1.1 扩散 系数 

当 无 磁场 时 设 粒 子 是 单 能 的 ,碰撞 后 速度 分 布 是 各 向 同性 
的 ,粒子 密度 n(x) 只 在 x 方向 上 变化 ,如 图 3.4 所 示 ; 在 x=0 处 
垂直 于 z 方 向 的 面积 dA 的 粒子 通 
量 可 以 对 所 有 在 某 处 碰撞 后 dA 的 
粒子 积分 得 到 。 如 在 已 点 的 单位 体 | 
积 碰撞 率 为 


2(P) (3. 140) 图 3. 4 
式 中 为 粒子 速度 为 与 靶子 碰撞 中 心 碰撞 的 平均 自由 程 。 在 
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磺 撞 的 粒子 中 二 粒子 碰撞 后 在 工 方向 运动 ,这 些 粒 子 的 于 向 dA 
运动 。 最 后 这 些 粒 子 不 再 经 过 碰撞 到 达 dA 的 几率 是 exp 
一 过 ); 故 在 己 上 单位 体积 内 由 于 碰撞 的 单位 面积 通 量 为 


A 
en (= | 和 | ) (3. 141) 
总 通 量 下 为 
下 三 B|| ncz)exp(E)dr—| nr)exp(—E)dz| 
(3.142) 


式 (3. 142) 在 原点 展 9 
dnf 4 __Aivdn 
下 三 一 二 他 | zexp( EE )dz Be (3. 143) 


3 dz 3 
依 = 一 Dvn 知 此 时 扩散 系数 
Du = Xo (3. 144) 
当 有 磁场 时 粒子 作 圆 周 运动 , 如 
图 3.5 所 示 。 在 垂直 方向 从 左 方 穿 
过 dA 的 粒子 是 从 拉 摩 半径 ro 下 面 [ 7 


前 一 个 时 段 从 上 面 一 个 圆 上 经 历 碰 
撞 而 来 的 。 如 果 沿 任意 路 程 从 dA 到 
碰撞 点 的 距离 为 ,那么 用 上 述 相 同 图 3.5 
的 方法 得 到 从 左边 来 的 粒子 通 量 
Fs 上 72(S2 ) Wexp( 一 学 )ds 
从 右边 来 的 粒子 通 量 
F_ = | ms) rp 3 )ds 
其 中 51 、s; 为 沿 上 圆 \、 下 圆 的 轨道 长 度 。n 如 上 述 处 理 方法 ,得 到 
as Ol 


一 个 圆 的 某 处 经 历 碰撞 而 来 的 。 同 
样 ,那些 从 右 方 穿 过 dA 的 粒子 为 在 Ce 


ron) 


而 5 一 mo0 二 ro0s zl 一 7 sin0 .zz 一 一 mosin0 ,于 是 


ee Ee 92| singexp(— 20 )dg (3. 145) 
或 
Av 1 dn 
i 
此 时 扩散 系数 
D = 20 i (3. 146) 
a 


当 B==0 时 moo, 式 (3.146) 变 为 式 (3.144)。 拉 摩 半 径 与 角 频 
率 的 关系 为 


Wro 一 也 (3. 147) 
两 次 碰撞 之 间 的 平均 时 间 间 隔 r 为 
-一 (3. 148) 
扩散 系数 Di 、Du 关系 为 
Me Te (3. 149) 


下 标 上 表示 相应 的 横越 磁场 的 参数 。 
沿 磁 场 方 向 的 扩散 系数 与 无 磁场 状况 相同 , 即 此 方向 上 运动 
粒子 不 受 磁 场 作用 。 以 DI 表示 在 磁场 方向 上 的 扩散 系数 ， 
[ae (3. 150) 


3 
3.10.1.2 双 极 扩散 
等 离子 体 包括 电子 .离子 两 种 带电 粒子 ,除了 在 接近 器 壁 的 
薄 层 之 外 , 它 几 乎 是 严格 的 电 中 性 。 可 以 证 明 准 电 中 性 的 必要 
性 。 取 n 为 等 离子 体 中 电子 密度 , 且 在 半 厚 度 为 zx 的 薄 层 等 离子 
体 中 完全 没有 电子 。 从 层 的 中 心 到 外 面 的 电势 差 为 
。 92 。 


2 = 4T7e 
AV = 2rner’ 
电子 横越 层 的 势能 改变 为 
AE, = 2xe’x’ 
定义 等 离子 体 中 的 特征 长 度 h( 即 德 拜 屏蔽 长 度 )， 
kl 


页 这 (3. 151) 


47ne’ 
它 是 电子 电荷 密度 与 离子 电荷 密度 存在 显著 不 同 的 距离 的 量度 。 
如 果 &T 以 电子 伏特 计 , 那 么 式 (3. 151) 可 写成 


有 二 C/K (CC 为 常数 ) (3. 152) 


n 
弱电 离 等 离子 体 定 义 为 其 中 电子 与 中 性 原子 以 及 离子 与 中 
性 原子 碰撞 的 平均 自由 程 远 小 于 带电 粒子 之 间 有 较 大 偏转 的 库 
仑 散射 的 平均 自由 程 。 


当 无 磁场 时 电子 的 内 在 扩散 系数 是 
Di = (3. 153) 
离子 的 内 在 扩散 系数 是 
Di = 3 六 (3. 154) 


这 里 4 为 与 中 性 靶子 碰撞 的 平均 自由 程 vw 为 带电 粒子 的 速度 ,上 
标的 正 、 负 号 表示 离子 .电子 。 一 般 情 况 下 平均 自由 程 相差 不 大 ， 
在 相似 温度 条 件 下 电子 速度 远大 于 离子 速度 。 因 为 电子 密度 梯 
度 等 于 离子 密度 梯度 ,所 以 电子 与 离子 相 比 更 倾向 于 离开 等 离子 
体 。 总 的 扩散 率 可 以 通过 包括 由 外 加 电场 引起 的 带电 粒子 的 迁 
移 率 计算 出 来 。 

仍 考 虑 一 维 状 况 。 在 单位 面积 的 左 方 距 dA 为 * 处 的 点 上 经 
历 碰撞 的 一 个 粒子 ,粒子 的 平均 热 速 度 为 w 其 向 左 、 向 右 的 几率 


相等 。 故 它 以 恒定 的 加 速度 4 二 全 向 右 运 动 。 设 在 两 次 碰撞 之 
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间 速 度 净 增 量 远 小 于 热 速度 ,碰撞 后 向 左 运动 的 粒子 将 不 通过 
dA ,向 右 运动 的 粒子 通过 dA 后 增加 的 速度 


we 
2 部 oe 4 Zasexp(— 这 )ds 


注意 上 式 中 使 用 了 方 ?而 非 亏 w, 这 是 因为 所 有 在 三 维 空间 中 运动 


的 粒子 都 被 电场 向 右 加 速 。 所 求 结果 可 以 通过 将 平方 根 项 以 全 


的 寡 次 展开 并 减 去 从 右 方 来 的 通 量 而 得 。 第 一 个 不 为 零 的 项 是 
(如 图 3. 6 所 示 ) 


_ naAl 5s s \ds eA 
有 已 | exp( | a 


| S | ~ 
2 


图 3.6 
迁移 率 定义 为 通 量 表达 式 中 nnE 的 系数 。 这 样 
下 一 yanE (3, 155) 
而 
二 处 (3. 156) 
mvu 
式 (3.156) 可 以 写成 
e Xie _eD 区 
KL 二 Av re 3 ET ET (C3: 157) 


其 中 DD 为 普通 扩散 系数 。 
现在 可 以 得 到 电子 、 离 子 从 等 离子 体 中 流出 的 共同 速率 的 表 
达 式 。 电 子 通 量 形式 为 


F——D Se 十 所 三 瓦 (3. 158) 
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离子 通 量 形式 为 


+ 9 十 ， 十 
i (3. 159) 
9 工 
设 密度 梯度 与 电场 只 有 工 方向 上 的 分 量 , 最 后 的 粒子 守恒 方程 为 
on 要 和 = oF 
at dg 区 
或 
9n gn | 
gy Ds 5 一 向 3 E,) (3. 160) 
对 离子 ， 


证 及 衣 

生计 

基于 等 离子 体 是 准 电 中 性 的 基本 假设 wm- =n, 因 此 式 
(3. 160) 乘 以 由 , 式 (3. 161) 乘 以 yo ,并 求 差 而 消去 电磁 场 ,有 

an _ WD —pDi Fn 


大 六 (nt Es) (C3. 161 


Se (3. 162) 
显然 电子 、 离 子 有 共同 的 有 效 扩 散 系 数 。 此 “ 双 极 ” 量 为 
0 = BD 一季 让 (3. 163) 


]0 一 A0 
式 (3. 157) 代 入 式 (3.163)， 
re i 
DiDi (二 -+ 二 -) 
Di | Do 
TT- 


Yo 


而 Di 伟 Di , 式 (3. 163) 变 为 
9, 一 2Df (3. 164) 
若 存在 磁场 , 则 横越 磁场 的 迁移 率 为 
4 0 
PE TR (3. 165) 
在 大 多 数 情况 下 等 离子 体 的 密度 很 低 而 磁场 很 强 , 所 以 电 


子 、 离 子 的 (or): 六 1。 因 为 wrt 二, 即 粒子 在 磁场 中 回转 多 次 才 


9 
ro 
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发 生 一 次 碰撞 。 从 式 (3. 149) 知 


Di 


Di 


这 些 扩 散 系 数 与 磁场 强度 的 平方 成 反比 ， 
Dm Vn ET)? 
AB? AB? 
于 是 对 于 相近 的 温度 与 平均 自由 程 ， 
Di > DI (3. 166) 
对 于 横越 磁场 ,离子 扩散 快 于 电子 ;这 和 沿 磁场 线 的 行为 相反 。 

设 磁场 线 无 限 长 并 在 磁场 线 上 没有 电子 、 离 子 的 扩散 。 此 时 
扩散 均 为 横越 磁场 线 的 且 在 该 方向 上 也 应 生成 电场 ,使 电场 、 离 
子 通 量 相等 维持 电 中 性 。 式 (3. 158) 一式 (3. 163) 中 的 推 证 方法 
完全 可 用 ,只 是 将 下 标 改 成 |， 


pi Di (未 + 让 


9 一 LT Di— LL J Ty kT 
+ D+ DD- 
PE 二 7 + 卫 - 
十 


(3. 167) 
利用 式 (3. 166) ,在 相等 温度 下 
9| ~ 2DT (3. 168) 
3. 10. 1.3 ”有限 等 离子 体 中 的 扩散 
现 分 析 有 限 等 离子 体 中 的 扩散 ,如 图 3.7 所 示 。 对 于 两 维 等 
离子 体 , 它 在 各 个 方向 被 导体 壁 包围 ;其 宽度 为 尺 . 长 度 为 2, 且 平 
均 自 由 程 远 小 于 ,于 是 粒子 在 垂直 ,平行 磁场 线 方向 上 扩散 。 电 
子 守 恒 条 件 为 


Wm 9271 = 池 ” 三 
一) 
2 
反方 = 而 经 E,) (3. 169) 


二 96 . 


O 
图 3.7 
对 离子 ， 
+Dt 一 了 星 et Ey C3. 170) 


如 果 RL 相差 不 多 ,那么 在 两 个 方向 上 的 电场 同 数量 级 ,两 
者 为 同一 个 标 势 V 的 位 置 导数 ， 


sl¥) ely) 


另 一 方面 ,在 式 (3. 170) . 式 (3. 169) 中 


A Cor < 

表明 式 (3. 170) 式 (3. 169) 可 以 不 计 y 方 向 的 迁移 项 。 取 等 离 
子 体 为 准 电 中 性 。 式 (3. 169) 乘 以 ji 、 式 (3.170) 乘 以 ji 后 ， 
结果 


an _ JD — po Di on | HDi poDi gn 


ot Hp ar RB-m ay 
(3.171) 
在 工 方向 上 有 效 净 扩散 系数 为 
所 己 rp 
1 pm 
而 横越 磁场 的 有 效 扩散 系数 为 
Di = RL (3. 172) 
HAo — po 


se。 97 。 


但 ji yo .Di 污 DIi ,有 
Dx DI C3, 1735 
依 上 述 分 析 , 式 (3. 171) 变 为 


(3.174) 


如 果 平 均 自由 程 远大 于 1, 那么 电子 、 离 子 流 到 而 非 扩 散 到 两 
端 絮 壁 。x 方向 上 的 流 分 两 部 分 :一 个 是 热 运动 流 nv (vw, 为 等 离 
子 体 的 平均 |v,|), 男 一 个 是 因 电 场 加 速 导 致 的 速度 增 量 , 末 速 v 
与 初速 关系 为 


v2? 二 v2as 


设 
v 和 Uv 土 作 
Uv 
eE / 
各 一 m 2v 


由 于 行程 的 平均 距离 为 去 4, 因 此 等 离子 体外 的 净 单位 面 粒子 流 为 


2 才 二 (3. 175) 
277 。 
又 令 净 粒子 损失 是 均匀 地 由 等 离子 的 全 部 区 域 产生 的 ,于 是 
an on ee nv ,nl|lelEkE, 
wm EC CG Bo 2 去 
Ant gnt 本 ntv ntlelk, 
Be UB WBA Ey 二 
(3 176) 
容易 证 明 : 在 yy 方向 上 迁移 率 大 约 比 EF, 的 流量 小 一 个 因数 
一 区 上 
7 二 L wr 


式 中 xo 为 拉 摩 半径 、L 为 气体 在 y 方向 上 的 特征 长 度 (L 宇 ro)。 
略 去 y 方向 上 的 迁移 项 再 消去 上 上 , ,得 到 

an_m vDi+m’ vDT gn nm (vi)+m: (vi)? 

ot mt vm ve ay L mi wm v 


(3. 1773 


»。08 。 


当 温 度 相 等 时 xm 好 六 mm vi ， 
Qn Dt on 2zrmz 
at 3 DY / 


(3. 178) 


3. 10.2 完全 电离 等 离子 体 


3.10.2.1 一 级 扩散 
在 定 态 中 若 不 计 电场 .重力 场 、 宏 观 运动 速度 的 非 线 性 部 分 ， 


则 等 离子 体 的 动力 学 方程 为 
vP=JXxB (3. 179) 
式 中 PP 为 等 离子 体 气体 压强 ;类 似 地 欧姆 定律 为 
本 一 和 (VX B) (o 为 电导 率 ) (3. 180) 
式 (3. 180) 中 认为 等 离子 体 的 电荷 密度 为 零 ,综合 两 式 ， 
VYP 一 在 [Co vB)B 一 Bv] (3. 181) 


表明 宏观 运动 速度 垂直 于 磁场 方向 上 存在 一 个 分 量 , 其 正比 于 压 
强 梯度 ， 


C2 
对 不 变温 度 ， 
2 
mw 1 一 一 下 3 Vn (n 为 粒子 密度 ) 
有 效 扩 散 系 数 
_ mkTe’ 
六 | 二 (3. 183) 
已 知 
0 和、: na A (3. 184) 
mu 


这 里 和 为 电子 - 离子 的 平均 自由 程 ,代入 式 (3. 183)， 


mvcskT mvc’ 
D| SO 


eB 3e2AB? 


今 有 
9 


e2 也 : 


二 
CI 一 2 


mc 
义 
这 
也 
故 
dA 
Dyas Ee (3. 185) 
从 式 (3. 179)， 
J.*vP=0 


并 且 电 子 、 离 子 以 相同 速率 扩散 。 可 以 证 明 电流 散 度 为 零 。 因 为 
在 磁场 中 一 个 带电 粒子 的 回转 中 心 处 于 关 点 , 它 的 位 置 取决 于 粒 
子 的 瞬时 位 置 、 速 度 , 于 是 


hr VK (3. 186) 


式 中 rz 为 粒子 位 置 .速度 , 当 两 个 粒子 作 弹 性 碰撞 时 动量 变 
化 为 
Al(m vim mm) 一 0 

由 于 电阻 率 是 电子 .离子 碰撞 产生 的 ,因此 电子 .离子 的 扩散 率 必 
须 相 等 ,至 少 以 拉 摩 半径 的 宕 次 展开 的 一 次 项 必须 相等 。 
3. 10.2.2 同类 粒子 扩散 

考虑 带电 粒子 气体 中 的 扩散 时 ,欧姆 定律 不 成 立 , 但 动力 学 
方程 仍然 成 立 ， 


vP=JXxB 
电流 和 宏观 运动 速率 关系 为 
二 (3. 187) 
推出 
vP = 于 vxB (3. 188) 


上 式 证 明 对 于 只 有 一 种 粒子 的 简单 气体 ,在 密度 梯度 方向 上 不 应 
设 有 电流 、 宏 观 运动 速度 ， 
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9 mm dl dn 
中 一 订 开 | 下] (3. 189) 


类 似 的 高 次 结果 对 于 电场 产生 的 同类 粒子 的 扩散 也 是 正确 的 。 


3.11 麦 死 斯 韦 方程 的 外 形式 


将 和 撩 势 A, 标 势 与 相应 的 余 切 标 架 “合成 ”1 - 形式 ， 
A= Aidri+ gpd = Adr (3. 190) 


取 规 范 场 2 - 形式 
oA 


F—dA— Tdr A de =— Fdrr A dz (3.191) 


式 中 电磁 场 张 量 为 
_94 84 
本 (3. 192) 
另 ， 
9A 
ER 
| 1 (3. 193) 
有 B= 二 宁 XA 


从 式 (3. 191) 得 
入 一 巡 h 六 d+ DenBide Adr (3.194) 


中 Bi。 注 意 到 下 一 dA 为 恰当 形式 ,应 满足 比 安 基 公 式 ， 


而 瑟 一 
dF=0 (3. 195) 
式 (3.195) 对 应 的 麦克 斯 韦 方 程 为 
| vxE=-—23 
at (3. 196) 
vV.B=0 
式 (3. 194) 使 用 Hodge 算 子 * 
* 天 一 DenE'dzi 入 dz 二 Bidrz Adt (3.197) 
其 中 EF 二 g?E;。 比 较 式 (3.197) 、 式 (3. 194) ,上 述 运 算 相 当 于 电 
磁 对 偶 变 换 。 正 满足 的 方程 可 以 写成 
有 一 JJ 一 帮 dz (3. 198) 


和 


式 (3. 198) 对 应 的 麦克 斯 韦 方 程 为 
| 


(3. 199) 
V.E=p 
式 (3. 198) 取 余 微 分 96, 有 
剖 三 0 (3. 200) 
式 (3. 200) 对 应 的 电荷 守恒 定律 ， 
32 = 于 一 
ot J ， 
对 规范 势 A， 
A—A’=A+dy (3. 201) 


以 上 的 6 为 余 微 分 、d 为 外 微分 。 式 (3. 201) 对 应 的 规范 变换 ， 
4 一 4 一 4 十 VV 
, a (3. 202) 

p> =p+ 


综合 式 (3. 195) . 式 (3. 198) ,得 到 麦克 斯 韦 方 程 的 外 形式 ， 


| dF=0 
sr =J 
定义 拉 格 朗 日 密度 忆 

ep 1 2 1 - 1 Ly 

和 2 (E’ 及 ) Es 2 | FR | = Rai 


(3. 203) 
以 作用 量 1 表示 的 YX 的 时 空 积 分 : 


1= |24s (3. 204) 


为 标准 的 相对 于 度 规 张 量 的 二 阶 洛 仑 兹 不 变 式 。 当 作 洛 仑 兹 变 
换 时 FE 一 B” 保持 不 变 ;2 - 形式 下 为 具有 物理 定义 的 协 变量 。 翅 
克 斯 韦 方 程 的 外 形式 是 闵可夫 斯 基 流 形 上 的 方程 , 它 不 仅 在 惯性 
系 中 有 这 种 形式 而 且 在 任何 坐标 中 都 有 这 种 形式 ,这 正 是 它 优 于 
张 量 形式 之 处 。 
事实 上 ,根据 电荷 守恒 定律 ,应 用 微分 儿 何 就 可 以 推出 麦克 
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斯 韦 方 程 。 
3. 12 天 体 磁场 


【 例 3.1】 如 图 3.8 所 示 ,人 研 
究 电子 一 e 在 电荷 为 Ze 的 核 力 场 中 


的 运动 (2 为 原子 序数 ) 。 
解 :建立 球 坐标 系 
Ww = X=9 
y = rsingcosg 
六 ”一 rsingsing 
y’” 一 rcosO 
于 是 度 规 张 量 g; 为 
] 0 0 
一 0 2 0 
0 0 sing 
动能 
T= Fmgov'v! se my 十 产 6 +rig sin’0) 
电势 能 
1 Ze a 加 
” dneo r (a | 
拉 格 朗 日 函数 
了 = 了 一 Y = 二 mr( 闫 十 2 鲜 十 疡 多 sing) + 4 
2 
代入 
填 二 
di 97x' 9x 
推出 
mi 一 m0 一 morp2sin20 十 号 = 从 OQ 
rr 
§ Cow) —mr’gsingcos0 一 0 @ 
d 2 i 2 一 
LA Psim 0) 一 0 全 


5 908 = 


从 式 @， 
mr’ $sin0 = C (常数 ) 


GG 
?mr’sin:0 由 
式 @ 代 入 式 @\ 式 @ ,得 
mr — mrO? C 十 马 一 0 © 
72272sin20 r? 
d 2D COSO 
王 Gor = mr’sin:0 © 


式 @\ 式 @ 中 不 含 gp, 表 明 电 子 在 平面 内 运动 ,这 是 库仑 作用 的 
结果 。 当 9 一 0 时 9 一 0、.C=0, 故 电子 在 该 平面 内 的 运动 方 
程 为 

mr 一 77227062 十 = (@) 
(mm?) = 

【 例 3.2】 讨论 平行 板 电 容器 形成 的 电场 。 

解 :如 果 考 虑 平行 板 电 容器 的 内 部 而 非 两 端的 静电 场 ,那么 
近似 地 将 内 部 电场 视 作 均匀 的 。 当 分 析 一 端的 静电 场 并 忽略 男 
一 端的 影响 时 ,可 以 将 平行 板 电容 器 表达 成 两 个 半 平 面 的 形状 ， 
如 图 3. 9 所 示 。 以 2h 表示 平行 板 的 距离 ,其 电势 为 士 &(0>>0) ;为 
此 计算 平面 静电 场 的 复 势 w= 二 f(z)。 区 域 D 内 的 解析 水 数 f(z) 
满足 边界 条 件 

b (z€ CEA) 
yz) = Imf(z) = ,ie A 个 
且 
lim ¢ (2) 一 co lim p(x) = 一 co (z€D) 
这 里 pg(z) 一 Ref(z)。 

寻找 区 域 DD 到 ww 平面 上 宽 为 22 的 带 形 域 G 的 保 角 映射 ,如 
图 3.9 所 示 , 使 DD 的 边界 点 A、B、C、E 对 应 A1i、Bi、Ci、El。 利 用 
施 瓦 兹 公式 得 到 保 角 映射 
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| w= f(z) = g II(z) 

_h 工 nt 
£g(z) = | exp( sw +- Ew t+1 | 
注意 & !(z) 为 x 一 g(w) 的 反 函 数 。 


图 3.9 


式 @ 把 DD 的 上 半 平 面 Di 保 角 映射 到 G 的 上 半 平 面 Gi, 引入 
辅助 上 半 平 面 2: 从 Ime>0 知 2 保 角 映 射 到 带 形 域 Ci 且 使 边界 
点 Au .Co 、Eo 与 G1 的 边界 点 Al、Ci、E 对 应 关系 式 


w=— 广 (9 = Liné @ 
反 函 数 
é= fi'(w) = exp( Fw ) 
另外 ,可 把 Di 看 成 AACE, 它 的 项 
点 A、C.E 的 内 角 为 0、 一 x、2x, 于 
是 把 2 变 到 Di 使 Q 的 边界 点 Ao、 


Co .Eo (如 图 3. 10 所 示 ) 与 边界 点 图 3. 10 
A、C.E 对 应 的 保 角 变换 


= = 天 ( 同 = 全] 了 de 十 C 二 


先 确定 C1 。 当 & 从 A 的 左边 按 顺 时 针 沿 以 Ao 为 心 的 小 半圆 转 
到 Ao 的 右边 时 Az 二 一 hi 十 O(1), 依 式 @@ 知 Az 二 CiiAargé, 即 


一 上 一 一 xCii,C1 一生。 结合 式 四 \ 式 @ 得 到 把 Gi 保 角 映射 到 DD 


Co 
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的 单 叶 解析 函数 
= 一 全 | 有 至 to 十 exp( Fw w) |+C: = gCw) © 


把 ww 二 6 变 到 xz 二 认 , 有 CGC 一旦 ,把 g(w) 从 Di 沿 实 轴 对 称 开拓 
到 D;(D, 关于 实 轴 的 对 称 区 域 ) ,因此 式 @ 将 C 保 角 映 射 到 DD 
分 开 式 外 实 部 . 虚 部 ， 
工 二 NA 1 | 


PE 


电场 线 gq 二 4, 等 势 线 y 一 5b, 依 式 有 电场 强度 
ER . dt i 认 J 
再 二 一 人 大 1 1 = 二 (@) 
dz 1 十 exp( 亚 名 | 


在 平行 板 电容 器 内 部 当 -~A 时 tw 一 一 oo, 导 出 ~ 一 i 如 ,接近 


匀 强 电场 ; 当 x 在 平行 板 电 容器 的 一 端 时 , 即 接近 于 E(B) 时 wx 
土 bi, 而 上 缓 大 。 
当 z 沿 等 势 线 变 化 时 其 上 每 一 个 点 可 以 电场 线 9g 二 a 的 方向 


来 计算 噶 , 也 就 是 |dw|= 二 |dy|、|dz| 二 ds( 电 场 线 元 )。 从 式 @， 
dz 
ds 一 Vdz 二 dy 
= exp (Hp)+ 2exp (Hp)cos (I Spl dy 


1 


| 要 全 学 a 


沿 等 势 线 做 [ ex p( Ep) +2exp (Fp)eos (Fy) | 
he ei 
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对 于 y 一 土 2 ， IE|=2 [exp (Hp)+1| ; 当 2 一 一 co、 即 在 电 
容器 的 左 端 点 时 |E| 极 大 。 若 制造 的 电容 器 使 之 两 极 具有 等 势 线 
= 士 了 6 的 形状 , 则 当 接 近 于 其 边缘 时 |E| 减 少 , 称 这 种 电容 器 
为 路 高 夫 斯 基 电 容器 。 

bam ed ke 
页、 Wd 的 电极 (一 ce ceo al)、 
(aa )、…、 (aco) 的 半 平 
面 ,其 中 aa an 为 绝缘 有 0 
点 ,如 图 3. 11 所 示 。 下 面 推导 


-= 


上 


相应 的 复 势 及 电场 强度 。 
此 处 应 用 上 半 平 面 D:Imz 
二 0 上 的 施 瓦 效 积 分 , 先 根据 图 3.11 
单位 圆 T: | &| 二 1 上 的 施 瓦 效 
积分 
SC6) | Pa 


取 把 DD 保 角 映 射 到 厂 的 分 式 线性 变换 二 ;, 它 把 实 轴 = 一 
(一 co 之 1 过 00) 变 到 单位 圆周 6 一 r 王 exp(i0) (0 过 9 二 2x), 有 rt 二 


a EI) 
记 f(2) =g (i) us) =Ref(z) —Reg (2 C= = 


ult) 
二 1 


Td 二 5, 代入 式 @ 得 到 上 半 平 面 Imz>0 的 施 瓦 兹 公式 


交感 三 2 | Ref (2) (= -jt 
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= Ddr+y 四 


NlJ 一 tt 


b 为 实 常 数 。 上 半 平 面 Inz>0 上 调和 函数 u(z) 的 泊 松 公式 为 


» ND Z) 
ule) 一 人 | a 


i u(t)y 
= a 四 


为 使 式 四 有 意义 ,应 设 x 蚊 在 一 ce 所 上 二 ceo 上 除了 有 限 个 第 一 类 
间断 点 外 连续 ,并 对 充分 大 1, 存在 正常 数 a( 二 1)、M, 使 |u(2)| 
i 

利用 式 @ 求 图 3. 11 中 静电 场 复 势 。 事 实 上 ,车 用 w= f(z) 
表示 该 复 势 , 则 

F(z) =—if (z)— yh = yz) — ip(z) 

为 上 半 平 面 D 的 解析 函数 ,y(x) 一 jw 二 ReF(z) 在 (一 2,ai)、 
(an，o0) 为 零 , 依 式 人 0 知 


F(z) 一 一 if(z) 一 各 一 二 | 儒生 一 咎 dt 十 翅 


= 于 | 些 一 血 凡 十 … 


所 i 


i 多 一 先 jw 全 二 于 ww 
Ql 


ni A 


于 监 富 多 计 2 二 肥 ,于 渭 D 
ni a 一 


ml 


f(z) =igo 十 nw) 丰 lt) 


十 十 委 : 一 咎 In(z 2 ® 


这 里 ln(z 一 a;)(j 二 1,2,…,n) 为 对 数 主 支 ,日 
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巨 一 iO 一 过 (全 一 生 十 生 一 皮 十 … 十 此 :一 血 ) 
Tn 


Ql 之 一 Qz 总 二 页， 
对 于 图 3. 12 中 的 平面 静电 场 , 它 在 AB、EA 的 电势 为 零 ,而 
在 BC.CE 上 的 电势 为 
(CE BC) 
y(t) = 
(yp — pt ph (t: € CE) 
如、 册 、 吕 为 正常 数 。 式 加 用 于 一 if(z) ,有 


一 新 忆 二 | 并 他 二 六 
NlJ—oo t— 


四 


一 蜂 mn 二 十 十 {[(W 办 )z 十 曙 Jln 一 + 
十 (内 一 四) 上 十 过 
推出 
f(z) 一 彼 In 了 和 -十 [Gp 一 惫 )z 十 加 Jin 二 十 


式 中 妨 一 一 5 十 史 一 中 可 以 合 弃 。 


图 3.12 
【 例 3.3】 讨论 磁 流 体 发 电 。 
解 :如 图 3. 13 所 示 磁 流体 发 电器 结构 ,对 非 黏 性 的 可 压缩 导 
电气 体 , 当 无 热 交 换 时 其 流动 可 由 基本 方程 表述 : 
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o( 半 +Y V)V=jxXB-—vp 中 
式 中 为 运动 方程 ,又 
5 
一 二 品 CVp) 一 Y， (SE) @ 
风 


式 思 为 能 量 方程 ,而 


(和 +V ,Yo=-ov.y @ 


式 @) 为 连续 方程 。 式 中 U 为 气体 内 能 、p 为 压强 、j 为 电流 密度 、 
V 为 气体 流速 .vw 为 流速 y 轴 分 量 、B 为 磁 感 强度 、E 为 电场 强度 。 


燃烧 室 


图 3. 13 


半生 s 


当 描 述 磁 流体 发 电器 内 的 气体 时 ,对 时 间 的 导数 一 般 较 小 ， 
在 方程 中 可 略 去 。 依 玻 印 廷 定理 知 流 过 单位 体积 的 净 电 功率 为 
FF 


V。 —Jj*E 


气体 通常 为 稳定 的 、 单 维 的 ,此 时 可 简化 基本 方程 为 
pu P+ (Vp)s = XB), 
pu (E+)=i:E 
oAu =C ”(C 为 常数 ) © 
式 中 烩 站 .zx 为 流速 x 轴 分 量 、.A 为 通过 气体 的 通道 截面 。 
若 通 道中 气体 流速 为 常数 , 则 基本 方程 进一步 简化 为 


四 


Vp=jxB GO 
pu dr 一 "五 
pA =C © 
考虑 摩擦 及 热 交 换 之 后 ,基本 方程 变 为 
dp 1 /dM: ,dT 
Po (Tn T) 
1 7 4C/ jsB 
M? : 一 日 
下 ( 瑟 stop 中 
6Q—dW _ dh | 1 | 1 » dT 
RT RY 0 


dp 1dT ldM: dA 
a BT rE AM © 


式 中 M 为 马赫 数 .D 为 通道 水 力 直径 为 气体 妈 .Q 为 输入 单位 
气体 质量 中 的 热量 .W 为 从 单位 气体 质量 引出 的 电能 、C; 为 通道 
避 的 摩擦 系数 .y 一 名 
摩擦 和 热 交 a 在 大 型 磁 流体 发 电器 中 边 
层 只 占 通道 的 一 小 部 分 ;如 将 气流 芯 及 边界 层 分 开 处 理 可 给 出 
。 ]11 。 


更 精确 的 结果 。 
设 电导 率 c、 磁 感 强度 B 为 常数 ,而 j 二 ouB ;从 式 @ 可 计算 长 
度 工 ,在 L, 中 不 可 压缩 流体 的 速度 在 恒 压 下 转化 为 零 ， 


a 四 
在 恒 速 下 压强 转化 为 零 的 长 度 工 为 
— = 
”ouB? 中 


志 、L， 称 为 相互 作用 长 度 。 在 两 种 情况 下 其 近似 等 于 一 个 距离 ， 
在 该 距离 上 磁场 的 作用 将 使 气体 的 动力 性 质 明显 变化 。 
Be 


号 

» 0 
因为 磁 流体 发 电 装置 主要 作用 是 让 气体 膨胀 , 而 非 改 变 它 的 速 
度 , 所 以 在 发 电器 通道 中 Ms:1 ,两 个 长 度数 量 相同 。 


关于 滞 止 参数 概念 ,定义 S, 一 产 、S, 一 产 (z 为 特征 长 度 )。 
u p 


若 埠 尔 效应 已 经 补偿 , 则 j 二 (1 一 kouB,k 为 负荷 系数 ,由 式 @ 确 
定 ; 式 中 变换 后 为 


dL = 


EE -dho 
k(l—k)ouB’ 
式 中 ho 为 滞 止 始 。 应 用 关系 

ta 
23] 
命 和 一 CoTo, 有 


1 
i eh My A ye I 1 po dho 
i ) iu ho 


取 y=1.67.k=0.75、 Se = 寺 、M=1 


AL = 4 >~ 4L, 


" L122 % 


表明 磁 流 体 发 电器 的 长 度 为 灌 止 长 度 的 4 倍 。 由 于 wrocp 
因此 
.了 
ouw’ tT po 
其 中 w 一 弓 为 回转 频率 、z 为 两 次 碰撞 之 间 的 平均 时 间 。 


当 气 体 在 喷嘴 中 膨胀 时 它 的 速度 增 大 , 而 其 温度 .电导 率 下 
降 , 表 明 存 在 最 佳 马赫 数 。 
若 已 补偿 霍 尔 效应 , 则 j 二 (1 一 &)ouB, 比 功率 为 
P=j.E=k(— kou:B 
当 由 单位 通道 长 度 中 引出 量 最 佳 化 时 , 依 式 @ 得 
全 十 有 2 2 
对 于 y= 二 1.2、To 二 3500K ,最 佳 马赫 数 为 0. 8。 
磁 流 体 发 电器 在 绝热 过 程 中 的 全 内 效率 为 
( — hy), 
La (hi— fp)s S 
式 中 ;hj 为 灌 止 初 灼 , 终 灼 ,r 表示 真实 过 程 、S 表示 等 炉 过 程 。 
在 磁 流体 发 电器 中 7, 取决 于 摩擦 、 经 过 通道 壁 的 热 耗 与 焦耳 放 


p 


_ (dho), 
人 ® 


这 里 ho 为 局 部 澡 止 炊 、m 为 对 无 限 小 过 程 不 可 逆 性 的 量度 。 据 
热力 学 第 一 定律 ， 


(do)s = 8Q+ 多 
cab js 
Oo 


代入 式 @, 得 
。 113 。 


dho 本 po dho pa dlnho 


人 = dpo RT dpo 区 7—1 dln po @ 
如 果 wu 、Y 不 变 , 那 么 
N02 a poz nn 
701 (ee 
式 中 下 标 1、2 表示 通道 入 口 处 ,出 口 处 的 滞 止 参数 。 式 @ 代 入 式 
3 给 出 
pos 7 
] 一 是 
7u 一 o 万 ! 电 
| 
lim Doi = 
(名 )—o 
对 于 通道 的 电 效 率 


[7 五 | gi 
局 ) 
和 9 


式 中 |7 | 为 吸取 功率 、|u*(jXB) | 为 制 动 功率 。 确定 气体 
通过 磁场 时 所 做 功 转 化 为 电能 的 效率 。 利 用 关系 


J .一 ca[j (CEXB) 十 7 “| (jxXB) 


有 
i 十 志 。 厂 
oO 


在 右手 坐标 系 中 u (J XB) .jE 在 发 电器 状况 下 为 负 量 。 
对 于 简单 的 法 拉 第 型 发 电器 而 言 ,气体 沿 x 方向 流动 ,有 以 
下 关系 
九 一 (] 一 &A)oxB 
FE, = kuB 
P, = k(l— kou’B’ 
代入 式 曲 ， 
ne 一 k 四 
。 114 。 


在 单 维 流通 情形 下 , 式 @ 可 表达 为 
dho 
_ po dz 
nu 一 RT, dpo 
dz 


依 式 由 、 式 加 ,以 电量 置换 热量 ， 


dho _ d wu 
PY dz pu dz($ +h)=j°E 


~ 


d 


1d ldp 7 ( 革 虹 1 dl) 
po dz p dz 光一 卫 Te (ee pm dz 


而 dh 二 CdT、p=oRT.,， 
1 dpo i 和 1 dho 


po dx p\dr dz/ RTI, dz 
从 式 @， 
h 5 d 2 
pu qa = i" Epu dz($) 
从 式 由 ， 
dp _ _ df 
u* (jxXB) 两 二 
结合 式 罗 ,有 
RTodpo _ To 六 
pu jr (jxXB)—j. El+j:.E 
式 四 、 式 @ 代 入 式 四 ， 
Ye 
711 (1) 
T 补 We 
注意 到 ， 
Dp 


8 


于 古 


Pe 本 
当 M 较 小 时 7 六 。 
定义 参数 
到 j'*E 
jr tly ; 
jxB 
(XB)+ (a 
在 式 包 中 表示 热 耗 的 项 为 
(pu 小 一 StpuC,(T, 一 TD) 人 四 


式 中 St 为 斯 坦 顿 准 数 、T。 为 沾 止 温度 、T 为 通道 壁 温度 、C 为 通 
道 周 长 .A 为 通道 截面 。 摩 擦 产 生 的 压强 损失 取决 于 


dp 和 / 
Es 2Pu Cr 四 
Cj 为 壁 上 摩擦 系数 。 
考虑 式 四 \ 式 @@ 后 , 式 @\ 式 @ 变 为 
dh 一 "下 
eu dz 加 Ws 四 
du z(j xB) 2 
eu 人 b @ 
故 
0。 € 
711 a a 了 b I) 
(对 1) (27) 
lim nn =bn. 


( 孚 )- 
研究 矩形 通道 的 绝缘 壁 的 边界 层 可 分 成 以 下 两 种 特征 情况 : 
。 116 。 


(1) 在 边界 层 中 的 气体 电导 率 与 气流 心中 的 电导 率 相 比 很 
小 。 由 于 气体 的 局 部 温度 对 电导 率 的 影响 极 大 ,因此 当 多 原 
子 气体 在 有 冷 壁 的 通道 中 流动 时 这 个 条 件 可 以 满足 , 当 有 极 
大 马赫 数 时 边界 层 中 的 气体 温度 达到 最 高 ,这 个 条 件 可 能 不 
满足 。 

《2) 在 边界 层 中 的 气体 电导 率 在 数量 级 上 等 于 气流 芯 中 的 电 
导 率 。 该 条 件 在 热 壁 情况 下 可 以 满足 ;在 单 原 子 气 体 中 由 于 对 电 
离 平 衡 的 偏离 ,因此 在 冷 壁 的 情况 下 也 可 能 满足 。 

对 于 (1) , 磁 流体 效应 对 于 边界 层 中 的 流动 状况 无 影响 , 故 在 

定 外 部 边界 条 件 下 ,可 用 普通 气体 动力 学 近似 。 

对 于 (2) ,电动 力 对 边界 层 影响 重大 ,电流 密度 为 

jy = Yew TOW We )B 
式 中 j,.、u 分 别 为 气流 心中 的 电流 密度 、 速 度 ,如 果 在 气流 芯 中 


的 速度 不 变 ,那么 外 一 一 j,..B, 边 界 层 上 的 运动 方程 为 


dU _ 3 
pu P+ pv By wl | ol(u— wu)B 
人 


0 = 二 
P= 


->1 
时 出 现 哈 德 曼 边界 层 ; 比 浪 界 层 原 度 可 定 ,其 中 速度 分 布 为 


二 -ee a 


oB’L: 

哈 德 曼 准 数 一 代 流 仁太 一 Ha 一 
Ha 增 大 使 边界 层 变 薄 , 使 传 热 ,摩擦 增加 ; 若 在 绝缘 壁 上 的 边界 
层 是 导电 的 , 则 磁 流体 系 应 将 使 壁 上 损耗 比 通常 的 气体 动力 学 情 
况 下 大 。 如 果 二 4, 那 么 在 边界 层 中 的 电导 率 一 般 比 气流 芯 中 
的 电导 率 小 ,而 气流 状态 为 漠 流 。 对 于 6, 记 1, 有 


(0 064 (ak ® 


a 1 


B= 二 0 时 ， 
C, = 0.058Rez™? 因 
这 里 Re 为 按 纵 坐标 的 流动 值 而 计算 的 雷诺 数 。 
若 磁 流体 装置 在 发 电器 状况 下 运行 , 则 在 边界 层 中 的 洛 仑 兹 
力 在 电极 壁 上 指向 气流 上 游 , 在 绝缘 辟 上 指向 气流 下 游 。 在 电极 
壁 上 的 边界 层 , 写 出 运动 方程 


Ou ， au 2 | ou\ dp 
PY gr PY gay gw ee FE 


应 用 气流 芯 的 方程 式 @ ,转换 上 式 右 边 的 最 后 两 项 ， 


表明 即使 存在 负 压 强 梯度 ,气流 世 的 制 动 现象 可 能 会 引起 边界 层 
的 断 开 。 
在 恒 速 条 件 下 若 u* B= 二 0, 而 电导 率 为 标量 , 则 从 式 @\ 式 @， 
y Bd _ EE 
站 Y 一 1 宁 dp uB * 


积分 


A (90 % 


依 式 @ 〇 ,计算 气体 从 压强 pi 膨胀 到 ps 所 需 长 度 ， 
起 二 | dp 


tn (1 — mouB 
当 0o、B 不 变 且 为 常数 时 
pi p2 
一 1 
| ® 
式 久 代入 式 介 ， 
pi TT im 
= 由 
Te (元 ) | KD 


对 于 较 小 马赫 数 , 滞 止 温度 之 比 近似 等 于 静 温 度 之 比 ; 对 于 任意 
马赫 数 ， 


“ TE s 


ur 


1 


Ty _ 了 Ti 2 -起 元 
Toz 了 2 党 二 = 小 wu 
二 2 RT; 
在 恒 马 赫 数 条 件 下 若 在 式 由 、 式 包 中 利用 dw 二 YRH dT, 则 
dinT yy—1 Ne 人 ey 
dinp YY yl 711 
1 直人 区 TM 
积分 ， 
T: i 
= (z) ® 


p? 
若 在 喷嘴 中 及 扩散 器 中 的 损耗 可 忽略 , 则 静 压 强 比 等 于 灌 止 压强 
之 比 。 以 式 


有 
和 一 人 和 Me: )( 二 d( 却 ) 
当 oB? 为 常数 时 积分 上 式 ， 


T, \ 误 呈 ” 
二 TIE 二 | (元 ) 。 | 四 


由 式 @@ 给 出 


二 p 
nl — yn)ouB 二 


取 M=0.5.y=1.67 1 一 0.75， 
i p ee 的 2.83 
b= |1 | 四 
对 于 亚 音速 , 式 国 中 包含 M 的 乘 数 近 似 于 1, 所 得 解 与 x 为 常数 
1 


情况 下 的 式 多 相似 。 
在 恒温 条 件 下 全 部 输出 功 由 气体 的 动能 所 做 ,利用 式 @、 
式 @， 


pe = eply FMM)| 四 
或 
Deg pn (| 到 
式 @0 代 入 式 @， 


= pi ( a 1— 1 
于 M 1 MT |。 
PT 


MM 1 = 和 
|。 exp( 款 eyM? JaM 
此 时 静 压 强 之 比 和 沦 止 压强 之 比 差别 很 大 。 
1 71 
pa pi 2 ®@ 
po2 p? 1 十 2 M 


在 恒 压 条 件 下 发 电器 可 称 作 冲 击发 电器 。 介 于 p 为 常数 与 

了 为 常数 两 种 情况 之 间 的 流动 对 于 霍 尔 发 电器 、 串 接 发 电器 最 有 

利 , 这 时 电导 率 、 霍 尔 参 数 、 通 道 截 面 从 人 口 处 到 出 口 处 变化 尽 可 
能 小 。 依 式 曲 , 式 @， 

co (Ts—Ti)=1 让 半 二 并 @ 


式 轿 代 入 式 @@ ,得 到 发 电器 长 度 


WW 
这 pi 1 In (at D(a 5 
(1—k)ouiB’ (yy 一 1)a 


© 


(一 了 (a 十 旦 ) 


a = | 2 
7— DM? 
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在 了 为 常数 和 pp 为 常数 两 种 情况 下 一 般 假定 气流 为 超 音 速 ， 
而 马赫 数 从 人 口 处 到 出 口 处 下 降 。 
在 为 常数 和 MM 为 常数 的 条 件 下 电导 率 可 能 沿 通道 长 度 变 
化 很 大 。 引 进 平均 值 
(0) = Vaios 8 
使 式 国 . 式 国 更 加 精确 ,而 oi .co 为 通道 入 口 处 .出口 处 的 电导 率 。 
事实 上 , 当 为 常数 时 平均 电导 率 为 


1 1 [各 归 

(o> rh o 
如 果 电 子 .离子 碰撞 为 无 关 重 要 的 且 电 子 、 原 子 的 相互 作用 截面 
不 随 温度 变化 ,那么 


委 N 
2 [让 -2) @ 
式 中 #; 为 电离 电势 .N 为 符合 真实 变化 的 常数 ;于 是 
” 也 2 d 
-| ~ a 二 | @ 
其 中 
1] 一生 
(o)=(1 对 一 
02 pi 
起 
1 一 | 多 
让 一 一 Na 让 ) 团 
ee 
结合 式 园 . 式 @9， 
ds 
sd 1 TI ee 1 @ 
7 | | 2 
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vi an 民有 Ts Ws Ts i ~ 
注意 到 如 不 很 大 ,从 而 mn (元 ) 一 一 1 十 才 , 取 上 一 3eV\ 思 < 
2000K .y 一 1.4 洲 一 0.75,N 一 2, 得 到 


(0) = Vaios 

关于 磁 流 体 发 电器 中 的 非 平衡 态 等 离子 体 问 题 ，。 

在 有 非 平衡 态 等 离子 体 的 磁 流 发 电器 中 ,依靠 焦耳 放 热 保持 
必要 的 电离 与 电导 率 水 平 。 因 为 在 发 电器 通道 入 口 处 气体 的 电 
导 率 接近 于 零 , 所 以 在 磁 流 体 发 电器 的 通道 和 人口 处 应 有 一 个 过 渡 
区 ,在 该 过 渡 区 中 气体 进行 电离 且 其 电离 率 从 零 提 高 到 正常 值 ， 
这 就 是 电离 波 前 。 在 与 运动 气体 相 联系 的 坐标 系统 中 ,电离 波 前 
的 传播 主要 取决 于 该 区 域内 对 电子 供给 能 量 的 速度 。 这 里 还 存 


砚 


这 里 vy 为 电离 波 前 速度 、g 为 热 通 量 、N. 为 电子 浓度 、E; 为 电离 
电势 ,在 电子 传 热 下 
dT ,Ld 


PN si 二 二 证 3 
ke 为 传 热 系 数 。 取 近似 关系 
dT. 、 T. 2T, dN @ 
dt N, E, di 
当 电 离 速 度 取决 于 电子 浓度 变化 


时 供给 焦耳 能 量 的 速度 ,而 


平均 值 为 


I = | 《oo) (on )(1 十 B’) —FT 
据 此 ， 
证 22 


人 a 


式 中 M, 为 原子 质量 。 对 于 依靠 辐射 供给 能 量 的 情形 也 有 类 似 计 
算 , 故 


D 


式 中 hi 为 量子 能 量 .N" 为 激发 原子 的 浓度 .y 为 自发 光 几 率 .局 
为 谱 线 中 心 的 吸收 系数 。 
发 电器 的 全 功率 为 


2 R2 
vB 
Wp = 2 


2 
其 中 为 通道 直径 、Lr 为 通道 长 度 。 在 全 电离 状态 下 预 电离 器 


的 功率 为 


ENT ,pp? = 6E;N.wD? 
Lap 


式 中 Li 为 预 电离 器 长 度 、N, 为 种 子 原子 浓度 ， 
系数 (8) 当 一 个 原子 电离 时 实际 消耗 的 能 量 
四 原子 电离 电势 


预 电离 的 功率 与 发 电器 功率 之 比 为 
Nn .6EiN.c 
Nr oB’vLr 


pwc 


发 电器 的 最 大 功率 当 Lr 一 Br 时 得 到 , 故 


Na NN, 6FE.; N, 6E. 


~ 


Nr No Muz ~ NokT,o ® 
No 为 气体 原子 全 浓度 .ML。 为 原子 质量 、T， 为 沾 止 温度 。 
关于 单 维 不 均匀 对 发 电器 的 电 效 率 


= Nr 
N. 


的 影响 ,而 
123 。 


Nr=jJ FE 
| 二 jl vB 
C 
7 为 垂直 气体 速度 的 电流 分 量 。 利 用 上 述 公 式 ,在 法 拉 第 发 电 

器 中 


《Fo) 
vB 


(Eo) = vB—(E,) 
这 里 (Eu ) 为 加 热电 场 。 对 于 替 尔 发 电器 而 言 , 结 吉 果 与 层 的 方向 
有 关 。 如 果 层 的 方向 沿 气流 速度 方向 ,那么 


入 于 不 二 


二 
Neo 
AG) ks; 
i | 证 马 二 必 ) | 
_ 
Ya BevB 


有 一 交 


0. 为 电子 拉 摩 频率 、.w 为 电子 碰撞 频率 。 如 果 层 的 方向 为 垂直 于 
气流 速度 方向 ,那么 


Ye = A2z7mo 
A = (tA (Lt) 
而 
i __ Ao 
和 ~ B.vB A 《ay 


在 单 维 模型 中 等 离子 体 的 非 均匀 性 不 影响 法 拉 第 发 电器 可 
达到 的 极限 效率 ,只 是 降低 其 比 功率 ;在 霍 尔 发 电器 中 ,等 离子 体 
的 非 均匀 性 对 能 量 交换 的 效率 有 重大 影响 。 

在 应 流 等 离子 体 的 普遍 情况 下 电导 率 的 实验 值 为 

1 十 28 
"1+p: 


Or 0 


。 124 。 


式 中 on 为 层 流 电导 率 。 电 子 的 能 量 平衡 方程 为 


e N. 
oE% = 3M oT.—T)— @ 
以 气流 的 气体 动力 学 参数 表示 加 热电 场 
Mi 
i (1 i . )B RT, i @ 
i 1+7s +M’ 


R 为 气体 常数 .y 为 比 热 比 .M 为 马赫 数 。 当 已 知 灌 止 温度 Tu .种 
子 浓度 N,、 气 体 浓度 N, 时 ,可 以 建立 关系 Es 二 f(t,); 当 已 知 负 
荷 系数 时 可 给 出 关系 E,, 王 了 f(M)。 在 发 电器 入 口 处 全 压强 为 

po = NkT, 1+ HM) 的 
表明 给 定 np. 时 得 到 关系 jp 二 了 (LM)。 利 用 发 电器 长 度 与 滞 止 参数 
之 间 的 比值 


X 一 1A72 
2 < @ 
S Wl) Oe ME H 
如 为 变换 系数 , 滞 止 参数 
守 汪 CY po VHT (I+ M) 四 


Or B’ o. 已? RTI's 
若 知 发 电器 的 长 度 并 取 其 相对 长 度 4 二 10~~15, 则 可 计算 工 质 的 
流量 G 及 有 给 定 Sr 时 发 电器 功率 为 


N, = Gcsén To © 
其 中 cj 为 定 压 比热容 。 
3.12.1 磁场 内 的 谱 线 
磁场 内 辐射 转移 矩阵 可 表达 为 
cod = (+oD UI—B) (3. 205) 


式 中 9 为 辐射 方向 与 日 面 法 线 的 交角 ,r 为 连续 光谱 的 光学 深度 。 
式 (3. 205) 与 一 般 的 辐射 转移 方程 相似 ,了 为 辐射 强度 矢量 ， 


4 


1 


了 
了 一 (3. 206) 
U 
V 
而 斯 托 克 斯 参数 Tl .UV 为 
五 一 6 
1; = 6 
(3. 207) 
U = 2(&6& cosl(el — E22)» 


V =2(&6sin(el —€e;)» 


和、 为 振幅 ,el ,es 是 相位 角 、《) 表 示 平 均 。L 为 单位 矢量 、B 为 
能 源 函 数 矢 量 。 


1 
38 
1 
B= |s5B (3. 208) 
0 
0 
B 为 普 朗 克 函 数 ,吸收 系数 矩阵 1 为 
CQ 二 0 b 从 
0 a pb 区 
人 一 | 六 & 和 0 (3. 209) 
全 : 症 0 和 
式 中 


i 


一 吝 [% 一 吝 (9 十 )]sin?y1 填 cos2X) 二 二 (ye+ 


人 


[mw /i 7) |sin? ysin2X (3, 210) 


yy —%)cosy 
2V2 


X 为 偏振 面 方位 角 ,y 为 光线 传播 方向 与 磁场 强度 方向 夹 角 。 
1 = no Ha,v) 
mn = mH(a,v— vp) (六 211 
六 = nH(avt wn) 
7 为 详 线 中 心 的 吸收 系数 与 该 处 连续 吸收 系数 之 比 ,日 为 沃 伊 特 
函数 ,o 一 叉 C (7 为 阻尼 系数 ) ,v0 一 全 和 wn 一 人 志 ，, 而 塞 曼 分 列 


AAp 、\ UH 
量 Ahr 为 


AXhn = 4.67X10 sgAsH (3. 212) 

在 一 条 谱 线 范围 内 ,折射 率 会 发 生 较 大 的 变化 , 称 之 为 反常 色 
散 。 一 般 而 言 ,该 效应 可 以 不 计 。 但 是 当 存 在 磁场 时 反常 色散 
比较 重要 。 由 于 不 同 塞 曼 支 线 的 折射 系数 之 间 的 差异 ,因此 对 
于 纵向 磁场 ,左旋 、 右 旋 偏振 光 之 间 会 出 现 位 相差 ,于 是 产生 法 
拉 第 旋转 。 

当 无 多 普 勒 致 宽 时 , 谱 线 内 的 折射 系数 n 取决 于 
和 KoA U 

4nH(la,0) ve 
式 中 K, 为 线 心 的 吸收 系数 .HH(e,0) 为 v=0 时 的 沃 伊 特 函数 。 
当 有 多 普 勒 致 宽 时 ,折射 系数 n 取决 于 


n C33213) 


ee Fa) (3. 214) 
式 中 
Flay -和 | . exp[ Ca dd .15 
把 下 (a,v) 近 似 展 开 为 级 数 ， 


F(a,v) 2 Dya'F,(v) (3. 216) 
i=0 


对 于 反常 色散 ,转移 方程 式 (3. 205) 中 的 吸收 系数 jy 应变 为 y, 十 
m3， 而 由 式 (3. 209) 给 出 ,ws 为 


s 2T a 


1 
0 0 一 esin2X 
2 
] 
0 0 = 起 一 一 esin2X 
名 一 V2 
—d d 0 — ecos2X 
Ls Ls 
一 一 esin2X 一 esin2X ecos2X 0 
V2 V2 
(3.217) 
其 中 
1 
d =——(6,—0,)cosy 
V2 b 
L . 
= 一 | 二 地 (6, 十 6;) 2 
人 [2 sin (3. 218) 
Op =yoF(a,v) 


， 二 ToF(Ca 一 V6) 
6 =n F(a,vt vn) 
对 于 磁场 内 谱 线 的 形成 , 非 热 动 平衡 的 辐射 转移 理论 与 局 部 热 动 
平衡 的 辐射 转移 理论 的 主要 差别 在 于 后 者 的 普 朗 克 函 数 


及 = [exp(B)- 
作为 能 源 函 数 , 而 前 者 能 源 函 数 取 作 
3 ER) 

据 此 ,该 能 源 函数 由 上 、 下 静态 的 原子 数 (Ni ,NN;) 确 定 ,与 是 否 存 
在 局 部 热 动 平衡 无 关 。 为 确定 能 态 分 布 ,需求 解 一 组 能 态 平 衡 方 
程 ,其 大 致 形式 为 2N;., 二 2 Ni.i;, 表 示 在 一 定时 间 内 进入 、 离 开 
某 一 能 态 的 各 类 跃迁 的 总 数 相 等 。 通 常 先 将 从 该 组 方程 得 到 的 
NN;、N 代入 S; 表达 式 , 再 把 S; 代入 辐射 转移 方程 

d 所 


CoOS 二 一 二 = 


I 
dr 
即 把 辐射 转移 方程 与 能 态 平 衡 方程 联 立 计算 。 
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依 海 野 的 4 个 斯 托 克 斯 参数 的 转移 方程 ,将 能 源 函 数 B, 变 为 
6 = 上 [名 sinzg 十 到 二 &) (1 二 cos’ 0) | 


2 
6 pa Es (6 + 6) |sinzgeos29 
(3.219) 
1 
2 


& 一 二 [和 一 去 全 十 5) |sin’ sin2g 


和 二 六 (6 一 岛 )cosO 
以 上 的 讨论 基于 经 典 物 理 , 其 量子 理论 正在 发 展 。 
3. 12.2 太阳 黑子 磁场 


黑子 是 太阳 活动 的 主体 ,为 其 日 面 上 磁场 最 强 的 区 域 。 若 黑 
子 气体 密度 p 二 1. 5X10 g/cm、 速度 v 二 2km/s, 则 单位 体积 的 


动能 方 pu" 一 3X 10terg, 当 磁场 强度 及 一 1000G 时 单位 体积 的 磁 
能 达 4X 关 10'erg。 判 据 


pv (3. 220) 
对 黑子 成 立 , 即 当 单位 体积 磁场 能 量 远大 于 气体 热 运动 能 量 


方 p? 时 ,磁场 对 等 离子 体 的 运动 起 主导 作用 ;此 时 气体 “冻结 ”于 
磁场 中 ,物质 基本 上 沿 磁 场 线 分 布 .运动 。 

比较 太阳 光 球 ,太阳 黑子 的 主要 特征 是 强 磁场 和 低温 度 , 且 
磁性 为 黑子 现象 的 最 本 质 因素 。 


应 用 电磁 流体 力学 可 以 分 析 太 阳 黑 子 磁场 。 这 里 列 出 有 关 
的 基本 方程 。 连 续 方 程 ， 


0 (3. 221) 
dt 
动量 方程 ， 
p=pg+ ixH-VP (3. 222) 


i 二 


热能 方程 ， 


宇 +Uv， 5 一 7 (E+3vXH)-PY. wv.F 
(3. 223) 
物 态 方程 ， 
pt (3. 224) 
多 
电流 方程 ， 
7。 97 1 上 
+ XH+ 二 = 中 填 - 二 上 六 疗 十 
nee” ot Nee ne 
(3. 225) 
麦克 斯 韦 方程 ， 
2 me 
ot 
4 j= 二 (3. 226) 
V.E=4rxg 
v.H=0 


关于 黑子 磁场 的 产生 和 豪 减 ,利用 式 (3. 226)、 式 (3. 225) 得 到 电 
流 方程 ， 


=o(E+TvxH) (3. 227) 


并 可 给 出 5 到 ,注意 计算 中 使 用 了 公式 


YYx(vYxaH) =VY(v.H) 一 v: 末 (3. 228) 
有 
vx (wx + viH (3. 229) 
若 物 质 静 止 .vw 二 0, 则 式 (3. a 
aH_ oe vy? 
2 =vH (3. 230) 


式 (3.230) 表 示 欧 姆 耗 散 引 起 的 磁场 自然 衰减 率 。 就 数量 级 
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3 再 93 有， 3 于 


2 
v2H = 可 寺 tan ~ C3. 231) 

式 中 /为 物体 尺度 ,从 式 (3. 231) , 式 (3. 230) 知 

HH_ 二 

re (3. 232) 
得 到 磁场 衰减 的 时 间 常 数 ， 

2 
to 一 人 入 (eo 233) 


天 文 观测 表明 , 超 米 粒 物 质 的 运动 具有 "侵蚀 ?作用 ,可 以 使 黑子 
磁场 一 小 块 一 小 块 地 消失 。 
太阳 黑子 温度 (4300K) 低 于 太阳 光 球 温度 (5700K)。 物 理学 
家 认为 黑子 磁场 以 某 种 方式 影响 向 上 的 能 量 传 播 ,并 导致 黑子 
在 式 (3. 222) 中 取 二 0, 得 到 黑子 平衡 态 ， 
VP = pg+2j xH (3. 234) 


式 (3. 234) 右 端 第 二 项 表示 磁力 的 作用 ; 当 其 为 零 时 , 式 (3. 234) 
变 为 一 般 流 体 静 力学 平衡 方程 。 满 足 该 条 件 的 磁场 称 为 无 力 场 ， 
可 以 麦克 斯 韦 第 二 方程 表达 ， 
(VxXH)xXH=0 (3 235) 
或 
VxXH=aH (3 2367 
式 中 a 为 标量 ,为 时 间 、 位 置 的 函数 。 
设 太阳 光 球 下 有 一 根 水 平 的 磁场 线 管 , 且 它 处 于 流体 静 力 学 
平衡 状态 、v 一 0, 此 时 式 (3. 234) 成 立 。 将 该 式 代 入 麦克 斯 韦 第 二 
方程 , 即 


vP=pg+T(VXHD XH (3. 237) 
取 直 角 坐 标 系 Ozyz, 使 Oz 在 铅 直方 向 ,Oz 平行 线 磁场 线 , 故 有 
“Jj8l] 和 


Hy 
le (3. 238) 
积分 ， 
户 三 蕊 十 亚 (3. 239) 
8 


P,、P; 分 别 为 磁场 线 管 外 、 内 的 压强 。 由 于 上 式 右 边 第 一 项 总 为 
正 , 因 此 总 有 已 之 P;,。 若 磁场 线 管 内 的 物质 与 环境 保持 热平衡 ， 
则 依 物 态 方程 , 式 (3. 239) 变 为 


三 挛 十 攻关 . 240 
总 志 本 二 区， (3. 240) 
即 
2 
t= (3. 241) 
kT 8x 


式 (3. 241) 左 端 为 单位 体积 的 磁场 线 管 承受 的 力 , 称 之 为 磁浮 力 。 
一 般 而 言 , 几 百 高 斯 的 磁场 强度 就 可 产生 足够 的 磁浮 力 。 

太阳 黑子 在 日 面 上 纬度 分 布 有 一 定 的 规律 。 当 太阳 活动 开 
始 时 南北 两 半球 的 黑子 一 般 出 现在 高 纬 区 gp 一 25 一 30 ; 随 着 时 
间 的 推移 ,黑子 产生 区 域 的 纬度 逐渐 减 小 ,到 太阳 活动 峰 年 ,平均 
纬度 ?一 10 一 15 ; 当 太阳 活动 11 年 周期 结束 时 ,黑子 大 多 出 现在 
赤道 g 二 5 一 15 附近 , 称 这 种 现象 为 斯 波 勒 定律 。 

今 以 较 差 自转 理论 加 以 解释 。 

在 较 差 自转 前 太阳 的 原始 磁场 已 有 分 布 。 在 纬度 p 处 的 磁 
场 强度 为 及 。、 赤 道 处 的 磁场 强度 为 Ho, 其 关系 为 


H, = Hof (9) (3. 242) 
f(g) 为 纬度 函数 , 取 
Jp) = Secp (3.243) 
已 知 太 阳 自 转角 速度 w 与 日 面 纬度 p 的 关系 
中 一 du 一 bsin2p (3.244) 


6 为 常数 。 由 天 文 观测 知 , 若 较 差 自 转 使 磁场 线 缠绕 的 现象 在 太 
阳 活 动 周 开始 前 m 年 已 有 作用 , 则 在 太阳 活动 周 开始 后 的 几 年 ， 
纬度 P 处 和 赤道 处 的 角速度 之 差 日 二 wo 一 w 为 
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O= bn+m)sin op (3. 245) 
因为 较 差 自转 ,所 以 在 日 面 经 线 方向 上 的 磁场 线 逐 渐 偏离 该 方 
向 ,并 和 经 线 夹 角 y 角 有 关系 


tgy = Seosy (3. 246) 
导出 
singeosp =70 (3. 247) 
Ho,singcos’ 9 = lls sing. COs’ 9. (3. 248) 
这 里 c 表示 临界 数值 。 


当 黑 子 纬度 飘移 速度 v(9) 一 52 时, 式 


v(g) Be 了 1 de | 
Ho,cosg sin’ 29 sin2p H, dp H: 
(3. 249) 
为 常数 。 在 一 般 情况 下 ,利用 式 (3. 245) 得 到 式 
v(g) | 1 1 |- »Ho 
fp)cosp 2sinzp cos'p sin2p f(g) dy H. 
(3. 250) 
也 为 常数 。 依 此 给 出 及,、f (yq), 即 可 了 解 日 面 磁场 。 称 式 
(3. 250) 、 式 (3. 249) 为 戈 多利 判 据 。 
命 是 ,二 Hocos*y ,推出 斯 波 勒 定律 的 表达 式 ， 
m (a+ 2)z 
nm (zx 十 3) 写 
当 a 二 1 时 计算 结果 与 天 文 观 测 相 符 。 
当然 , 较 差 自转 理论 并 未 说 明 产 生 较 差 自 转 的 原因 。 
关于 恒星 的 稳定 性 问题 。 恒 星 的 稳 态 主要 靠 重力 维持 ,但 在 
强 磁 场 作用 下 , 稳 态 可 能 被 破坏 。 现 将 维 里 定理 推广 到 有 磁场 的 
情况 ,得 到 


(3, 251) 


singcos"t? gq 一 
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2 十 3(7 一 LU 十 MT 二 Q=0 《385 2527 
式 中 了 为 动能 、U 为 热能 、M 为 磁 能 、Q 为 重力 势能 .y 为 定 压 比 
热 容 与 定 容 比热容 之 比 。 如 果 人 恒星 稳定 , 取 了 =0, 那 么 式 
(3. 252) 变 为 


3(Y— DU+M+Q=0 (3. 253) 
星体 的 总 能 量 玉 为 
E=U++M+i+Q (3. 254) 
推出 
3 一 RE 区 
FE oy M) (3 255) 


当 y> 今 时 ,动力 学 稳定 性 存在 的 条 件 为 
M 一 过 | ydzdydz ER (HE:) <|Q| (3. 256) 
式 中 R 为 恒星 半径 《HH ) 为 磁场 强度 平方 的 平均 值 。 对 于 密度 
均匀 的 球形 星体 ,Q= 一 二 5 ,而 G 为 万 有 引力 常数 .m 为 恒星 
质量 。 以 太阳 为 例 ， 
VAH) < 2.0X10 gs (3. 257) - 
式 (3. 257) 为 恒星 稳定 性 的 判 据 。 当 磁 能 超过 势能 时 星体 出 现 不 
稳定 。 对 Ap 星 而 言 , 其 vV (HH?) 二 3000G, 上 述 判 据 易 被 破坏 ;由 


于 磁 星 表面 的 磁场 约 10 一 10.G, 因 此 它 内 部 的 磁场 就 更 强 了 。 
据 此 推 想 , 磁 星 可 能 不 稳定 ,出 现 脉动 。 


3. 12.3 星际 磁场 
在 银河 系 的 星际 空间 存在 磁场 ,其 强度 为 10“G, 星 际 磁 场 


“冻结 "在 物质 中 , 它 随 物质 一 同 收缩 。 对 于 完全 “冻结 ”在 物质 中 


的 磁场 而 言 , 其 磁场 强度 末 与 物质 密度 o 的 关系 为 肛 ocpi , 故 磁 
压力 为 
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oc pi (3. 258) 


在 收缩 过 程 中 不 断 变 大 ,从 而 磁 压 力也 相应 变 大 。 由 于 磁 压 力 和 
自 吸 引力 的 作用 方向 相反 ,因此 当 收 缩 到 一 定 阶 段 时 , 即 气 体 云 
的 质量 达到 临界 值 M. ,气体 云 因 磁 压 过 大 而 分 裂 。 偏 心率 为 e 的 
椭 球 体 的 临界 质量 为 


M. mz() (| 让 (3. 259) 


式 中 常数 与 c 有 关 。 当 ce 一 0 一 1 时 4 一 1- 十 。 依 式 (3. 259) 知 ， 


M.cc Hi ,表明 磁场 是 恒星 形成 的 重要 因素 。 

宇宙 射线 是 宇宙 中 的 一 种 高 能 粒子 流 , 能 量 达 10”eV。 字 宙 
射线 或 由 质子 .a 粒子 . 重 粒 子 组 成 ,而 主要 是 质子 流 。 星 际 磁场 
对 宇宙 射线 的 运动 .加 速 有 影响 。 

在 理想 条 件 下 ,电荷 为 Ze 、 质 量 为 m; 的 质点 在 磁场 中 的 运动 
轨迹 为 环绕 磁场 线 的 螺旋 线 , 质 点 绕 磁 场 线 运 动 的 角速度 w 以 及 
轨迹 投影 在 与 磁场 线 垂直 的 平面 上 的 圆 半径 y 取决 于 

| _ ZeH vv ZeH mic’ 


1 


mie 人 mc E 


(3. 260) 


|， _ esing FEsing 
‘Tw ~ 3002H 
式 (3.260) 考 虑 了 相对 论 效 应 ,E 的 单位 是 eV。 

关于 宇宙 射线 加 速 机 理 尚 不 完全 清楚 ,有 多 种 解释 ;其 中 一 
种 观点 认为 :在 磁 流体 冲击 波 前 的 加 速 。 

若 带电 质点 轨迹 的 半径 比 冲击 波 前 的 宽度 大 得 多 ,质点 的 速 
度 比 波动 的 速度 大 得 多 , 则 质点 即 可 多 次 穿越 冲击 波 前 。 由 于 波 
前 前 、 后 的 磁场 强度 不 同 ,因此 穿越 波 前 时 的 角度 、 速 度 也 不 同 ， 
从 而 引起 动量 p 变化 ， 


落 圭 prexp| Sdp (3.261) 
90 


“130 3 


U2 U2 四 
B 一 企 (r 十 29) 十 (一 29) (1 2 )sin2g 


式 中 po ,po 分 别 为 质点 第 一 次 穿越 波 前 时 的 动量 及 其 与 法 线 的 夹 
角 ,m zs 为 质点 在 穿越 波 前 前 、 后 对 于 波 前 的 速度 。 
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4 引力 场 


4.1 爱 因 斯 坦 方程 


爱 因 斯 坦 的 引力 理论 基于 两 条 基本 原理 , 即 : 
(1) 等 效 原理 

一 个 存在 引力 场 的 惯性 系 与 一 个 作 加 速 运动 的 非 惯 性 系 在 
本 质 上 没有 差别 。 
(2) 广 义 协 变 原理 

物理 定律 在 所 有 参考 系 中 是 协 变 的 。 

本 节 通 过 变 分 原理 推导 引力 场 方程 。 设 作用 量 1 为 


T= 1 十 下 一 工 | e+ v 一 gao (4.1) 
0 
lo ek eon cg cl (0 


式 中 I6 为 引力 场 的 作用 量 、Is 为 其 他 场 的 作用 量 ,Le 为 引力 场 
的 拉 格 朗 日 密度 、Lr 为 其 他 场 的 拉 格 朗 日 密度 。 取 黎 曼 曲率 标 


4 
1 AAA 7 变 分 为 
61=0 


或 


oe 人 gdQ + dl =0 (4. 2) 


而 
01 = 1E6| |3R%e” vdap 十 |R asCer /=8)d | 
0 9 
(4. 3) 


式 中 c 为 光速 .G 为 引力 常数 .g 王 det(g” ) 为 度 规 行列 式 、g” 为 黎 
曼 度 规 张 量 、R,, 为 里 奇 张 量 且 R 二 g*R,, \ 在 伪 黎 曼 空 间 中 g<<0， 
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V 一 gd0 为 不 变 体积 元 


I dl 
Row = Ry, 3 tT Tyr (4 约 


第 二 类 克 里 斯 托 夫 符号 ,为 联络 , 即 
o OB | gw 9g 
I Eu La ) 


QT Ax 
VO 
= (67, 7 GOT,) 3 (4. 5) 

等 式 中 的 分 号 、 恕 号 ee 
此 。 对 一 g 的 变 分 ， 

6(—g) =— gg” gw 一 gg dg (4 6) 
利用 式 (4. 6) 、 式 (4.5) 以 及 度 规 张 量 的 协 变 导数 为 零 的 性 质 , 式 
(4. 3) 变 为 


dlc = alll 86T 2 让 ST"hg) ja V 一 5d02 


1 rp 

上 (Ra V gdQ | (4.7) 

可 以 证 明 式 (4.7) 中 的 第 一 项 为 零 。g” 6R,, 为 标量 ,从 而 依 式 
(4. 5) 推 知 g*6T%, 一 g*“ 贡 为 失 量 。 由 公式 


, 1 
As, = = 2 (Ar V—8) (4. 8) 


得 到 
| rar 一 ee tp) ;a V— gd = [t/acerar;, -Th) wan 
人 0 

(4. 9) 


应 用 高 斯 定理 并 因 变 分 在 边界 上 为 零 , 故 式 (4.9) 右 边 为 零 , 式 
(4. 7) 成 为 


a = Td) (B® 8 R )ae” v 一 gd0 (4.10) 


在 推导 此 结果 时 尚未 完全 确定 除 8 之 外 的 变量 。 对 于 作用 
a 138 = 


量 的 其 他 部 分 ,假定 不 存在 g* 的 高 于 一 阶 的 导数 。I# 的 变 分 为 
1[[ 2 心 十 -9 有 网 
3F [a (Bde" + om Le V8) eg |dn 


(4. 11) 
但 是 


Br Cr B= [We Be CLs vl 


$a 


[Bs eV/ 8) | dg” (4. 12) 


式 (4.12) 右 边 的 第 一 项 为 零 , 又 变 分 在 边界 上 为 零 。 据 此 ， 
sn = FD [de SD] ja 


9g% 
(4. 13) 
式 (4.13) 中 右边 被 积 函数 等 于 TV 一; 而 能 量 一 动量 张 量 T。 


1 司 
a A 4 
Sal 人 .| Ber 中 | 
(4. 14) 
综合 式 (4. 14) . 式 (4. 13) . 式 (4. 10) . 式 (4. 1) ,有 
1 8rG 
Re 58mR 和 da (4. 15) 


式 (4. 15) 称 为 爱 因 斯 坦 引力 场 方程 。 由 黎 曼 曲率 张 量 的 协 变 导 
数 关 系 , 即 比 安 基 恒 等 式 
Rs;, + Ra;s t+ Risg 一 0 (4. 16) 
知 
| (4. 17) 
以 8?9? 乘 式 (4. 16)， 
g* Ri -Rigsst Ra) = 由 (4. 18) 
注意 到 g” 的 协 变 导数 为 零 , 依 式 (4. 4) ,得 
Rg, 一 一 下 2p 
于 是 式 (4. 18) 变 为 
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(RB—38R) =G,=0 (4. 19) 


Ha 


称 张 量 G; 一 R: 一方 WR 为 爱 因 斯 坦 张 量 。 
4.2 引力 波 和 引力 红 移 


4.2.1 引力 波 
i ne 


Sy SS 7 
上 式 满足 谐 和 坐标 条 件 ， 因此 谐 和 坐标 可 以 视 为 闵可夫 斯 基 空 间 
中 的 笛 氏 坐标 在 引力 条 件 下 的 推广 。 
对 于 弱 引 力 场 , 歼 曼 度 规 张 量 可 表达 成 
Bn = Wo hy (4. 20) 
且 |h, | 入 1, 当 近似 时 只 保留 ,的 线性 部 分 ,于 是 


Ty = Csg + hg — hogy) 


= 去 ( 的 wp 十 万 一 hi) (4. 21) 
线性 化 后 ,里 奇 张 量 为 
R,, = = 
一 去 Chity 十 hy 一 鼎 ,a 一 we) (4. 22) 
式 中 
h=h = he 


且 及 ,二 局 ,,， 其 他 类 似 之 处 也 作 此 约定 。 为 研究 引力 场 方程 ， 
定义 


再 = h, 一 mh (4. 23) 
可 以 证 明 其 逆 变 换 是 
1 
i pe mal = hy (4. 24) 
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利用 瓦 .线性 化 的 场 方程 
io — Rs — 3 R 一 oT, (4. 25) 


或 


H»,, + mH — Hx, — Hy eT, (4. 26) 


Ha mp 


这 里 及 六 二 日, 其 他 类 似 之 处 也 作 此 约定 。 
若 在 坐标 上 加 上 谐 和 条 件 限 制 , 式 (4. 26) 将 简化 , 则 由 


0 (4. 27) 
知 
H» = 0 (4. 28) 
这 样式 (4. 26) 的 左 端的 后 三 项 为 零 , 所 以 
Ha = leeT (4. 29) 


式 (4. 29) 式 (4. 28) 就 是 谐 和 坐标 的 线性 引力 场 方程 , 它 类 似 于 
电动 力学 中 的 场 方程 及 洛 仑 兹 规范 条 件 , 故 解 式 (4. 28) 为 引力 势 
的 洛 仑 效 规范 条 件 。 


取 坐 标 变换 
Xr -一 Xe 十 人 (4. 30) 
而 &、h, 为 同 级 小 量 ,结果 
ha hy — Sa By (4. 31) 
显然 
Sl = (4. 32) 


式 (4. 30) 并 不 破坏 ,的 洛 仑 兹 规范 性 。 在 一 组 确定 的 坐标 下 求 
出 于 i 后, 度 规 场 为 


rn SH (4. 33) 


于 ,形式 上 满足 的 场 方程 式 (4. 29) 就 是 闵可夫 斯 基 空 间 中 的 波动 
方程 ,表明 引力 场 与 电磁 场 一 样 以 光速 c 传播 .辐射 。 
当 引 力 波 处 于 真空 中 时 T 二 0, 可 用 R,, 一 0 替代 式 (4. 25)， 
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式 (4. 29) 改 为 


洛 仑 兹 规范 条 件 写成 


a 外 bl oe 
i = Teh 一 


沿 工 方向 传播 的 单 色 平 面 波 为 
h,, = Ay,expL (kz — wi)i] (1 = V1) 
式 (4. 34) 决 定 上 二 w。 洛 仑 兹 规范 条 件 要 求 


而 


取 符 合式 (4. 32) 的 函数 ， 
&, = &" expL (kr — wl)i] 
依 式 (4. 31) 、 式 (4. 30) 作 规范 变换 ,适当 选 &" 使 
a = 


好 十 中 一 0 


(4. 34) 


(4. 35) 


(4. 36) 


(4. 37) 


(4. 38) 


(4. 39) 
(4. 40) 


式 (4. 37) . 式 (4.39) 让 jy 二 0、1( 或 y= 二 0、1) 的 振幅 a, 均 为 零 。 也 
就 是 只 有 2、3 分 量 不 为 零 。 注 意 到 此 波 沿 x' 一 工 方向 传播 ,于 是 


所 用 规范 称 为 横 波 规范 。 其 他 非 零 振幅 为 


2 | 
a3 U2 


k; 3 
U2 U3 


它 既 对 称 义 无 迹 ,结果 只 有 两 个 独立 分 量 ; 因 为 a 二 0, 所 以 


A,, Cr 


据 此 断言 : 治 工 方向 传播 的 平面 引力 波 式 (4. 36) 的 振幅 A 在 横 
问 无 迹 的 洛 仑 效 规范 下 只 有 两 个 独立 分 量 , 取 之 为 Ass、Azs 、As。 


4.2.2 引力 红 移 


当 光 子 在 稳定 引力 场 中 传播 时 ,不 同 地 点 的 静观 测 者 将 测 到 


不 同 的 光 频 率 。 称 之 为 引力 红 移 , 它 是 等 效 原理 的 推论 。 
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对 于 稳定 引力 场 , 适 当地 选择 坐标 ,可 使 黎 曼 度 规 张 量 gw 与 
Zo 无 关 。 静 观测 者 得 到 的 光子 能 量 为 


E ©=— p,U* (4.41) 
式 中 p, 为 光子 的 四 维 动量 ,Ur 为 观测 者 的 四 维 速度 ,其 形式 为 
1 
UE 和 = (1,0,0,0) (4. 42) 
Vg&0 
代入 式 (4. 41) 
po 
EG=—— 二 — (4. 43) 
V 一 8oo 
依 普 朗 克 公式 二 hv(h 为 普 朗 克 常 数 ) , 式 (4. 43) 可 变 为 
v Vgw = 一 如 (4. 44) 


式 (4. 44) 右 边 为 常数 。 因 为 当 粒 子 在 稳定 引力 场 中 运动 时 po 为 
守恒 量 , 所 以 式 (4. 44) 表 明光 频 vy 与 当地 的 v ~ go00 成 反比 。 
在 史 瓦 西 引力 场 中 ， 


加 2GM 
一 00 一 人 
代入 式 (4. 44) 
. 1 一 2 一色 (4. 45) 
在 离 引 力 中 心 越 远 处 观测 的 光 频 率 越 小 ,故此 叫做 引力 红 移 。 它 
是 不 同 于 多 普 勒 红 移 的 红 移 机 制 。 


在 弱 引 力 场 中 引力 红 移 量 很 小 。 若 太阳 表面 测 出 的 光 频 率 
应 为 w 的 光 在 传播 远方 后 光 频 率 变 为 vy, 则 


并 2GM ,GM 
让 (4. 46) 


依 红 移 量 定 义 Z= 兰 一 1, 于 是 


y 


GCM. 
Ze 去 (4. 47) 
其 红 移 量 约 为 10“ ,事实 证 明理 论 值 符合 观测 结果 。 
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4.3 水 星 进 动 


相对 论 中 的 比 内 公式 为 
由 /1\、 1 GM, 3GM 
这 他 > (4. 48) 
式 中 工 为 积分 常数 。 定 义 无 量 纲 变量 
7 证 二 (4. 49) 
有 
diu ， GM\? ，， 
t= (TT) + (4. 50) 
忽略 相对 论 效应 , 即 舍弃 wi ,得 到 牛顿 力学 中 的 比 内 公式 
dx GM YY: 
a tu 全 (4. 51) 
其 解 为 
“= (FE) tecosg) (4. 52) 


对 行星 而 言 ,偏心 率 e 二 1, 轨 道 为 椭圆 。 

在 太阳 系 中 太阳 的 GM 二 1.5X10;m, 水 星 的 轨道 半径 > 一 
5X10*m 最 小 ( 即 最 大 );w 的 量 级 为 10 。 

牛顿 解 式 (4. 52) 可 以 作为 式 (4. 50) 的 零 级 近似 ;考虑 到 修正 
项 , 非 线 性 微分 方程 可 变 为 线性 非 齐 次 方程 


-au =(P) 3 (FE) G+ ecosg)’ 
~() 3( | 6 (FE) ecosy (4. 53) 
水 星 的 e 科 1 ,近似 于 圆 轨 道 。 式 (4. 53) 改 为 
te ss (FE) +6(P) ecosp (4. 54) 
置 解 
& = us 
且 
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2 
hh 一 (3 ) (4. 55) 
2 4 
oS 十 zz =6 (9 ) ecosg (4. 56) 


从 式 (4. 55)， 


从 式 (4. 56)， 


推出 


& 一 (OE) [1 |- ecosg 1 3 (HE) opeosg] 
~ (Ef Hecos| 1 (至 ) | (4. 57) 
这 里 最 后 的 等 式 需 忽略 (人) 以 上 的 小 量 。 


爱 因 斯 坦 的 水 星 轨道 式 (4. 57) 与 牛顿 的 轨道 式 (4. 52) 的 差 
别 在 于 轨道 近日 点 、 远 日 点 产生 的 进 动 ,近日 点 的 标志 为 


1 3 (EE) Jp= 2mr (一 0,1,2,…) (4.58) 


或 
= Zr 2nrx[1 二 3(GMT (4. 59) 
1-3(9) rn)) 4« 
两 个 相 邻 的 近日 点 方位 角 差 是 
Ap = er (EE) (4. 60) 


利用 水 星 观测 资料 知 Ap 一 0.] , 故 一 百年 积累 的 近日 点 偏转 角 
为 43 。 
今 取 4 为 仿 射 参数 ,定义 光子 的 四 维 动量 
dx 


= (4. 61) 
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当 光 子 在 史 瓦 西 引力 场 中 沿 短程 线 运动 时 po、ps 守恒 , 记 


”最 =L (4. 62) 
_2GM\dr _ 
(1 ) 守 =E (4. 63) 


式 中 二 为 常数 。 依 gp*p* 二 0 给 出 第 三 个 初 积分 ,得 到 


de 2 2GM 
(二 瑟 这 ， ) (4. 64) 
式 (4. 64)、 式 (4. 62) 为 光子 的 动力 学 方程 。 消 去 导出 光子 的 


轨道 


= 


式 (4. 65) 取 决 于 参数 广 ; 置 


下 
称 5 为 碰撞 参数 ;在 远 处 F 为 动量 ,上 为 角 动 量 。 定 义 光子 的 等 
效 势 B: (7)， 


b 


2 二 rr” 
B’(r) = — 5G (4. 66) 
r 
从 而 式 (4. 65) 变 为 
1 dr\* 1 1 
(= de hh (4. 67) 


函数 B(r) 如 图 4. 1 所 示 。 根 据 ra 
B(7) 的 特点 ,光子 的 可 能 运动 必须 
满足 


bp < B?(r) 
当 光 子 以 5 二 3 V3GM 入 射 时 它 将 被 
散射 回 无 穷 远 处 , 当 光 子 以 6<3V3 一 上 元 
GM 入 射 时 它 将 回旋 落 入 力 心 。 
欲 使 光子 被 引力 场 强烈 偏转 , 引 图 4.1 
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力 源 的 几何 半径 必 是 3GM 的 量 级 ; 除 中 子 星 外 已 知 的 恒星 半径 
不 符合 条 件 。 
利用 无 量 纲 变量 一 使 光子 轨迹 方程 变 为 
2 
和 3 (4. 68) 

因为 太阳 半径 远大 于 GM,u 永远 为 小 量 , 所 以 用 逐次 逼近 法 。 先 
舍 好 ,得 到 零 级 近似 ， 

& = uocosg (4.69) 
它 是 一 条 垂直 极 轴 的 直线 ,然后 把 零 级 近似 代入 式 (4. 68) ,计算 
二 级 小 项 引发 的 光线 偏 折 , 即 


ts = 3xicos2p (4. 70) 
方程 特 解 
4 一 2(1 十 sin2op) (C4. 71》 
据 此 知 偏 折 光线 的 一 级 近似 解 
u = ucosg + ul sin yg) (4.72) 


零 级 解 式 (4. 69) 在 远 处 (u 一 0) 的 方位 角 为 土 屯 ,一 级 解 式 (4. 72) 


在 远 处 的 方位 角 士 ( 子 十 a ) (a 为 小 量 ) ,满足 


[ 2uo = ee 
这 里 尺 为 太阳 半径 ,于 是 最 终 光线 的 偏 折 角 为 
sz 一 人 名? (4. 73) 


根据 太阳 的 观测 资料 推出 A9 二 1.75”。 
4.4 ”守恒 定律 
在 狭义 相对 论 中 ,对 全 ,=0 空间 坐标 积分 ,得 到 能 量 和 动量 
守恒 定律 。 而 
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六 ru (nas 


(4. 74) 
式 中 dw 二 dx!1dzx*dx’?; 上 式 最 右边 的 体积 分 已 变 为 面积 分 ,其 中 
dS; 为 边界 上 的 面 元 矢量 。 此 结果 将 某 给 定 体积 内 的 能 量变 化 同 
进入 该 体积 的 能 量 - 动量 流 联系 起 来 。 
若 采 用 非 洛 仑 效 度 规 , 则 情况 有 所 不 同 。 这 时 了,;, 二 0, 因 对 
称 性 , 工 ,可 表示 成 
» 二 (8g) z(TD WY — 8, 一 志 gawT* ds, 
当 度 规 依赖 于 时 间 时 对 y 二 0, 式 (4. 75) 的 第 二 项 表示 在 每 一 个 体 
积 元 之 内 引力 场 同 其 他 场 之 间 取 决 于 时 间 的 能 量 动量 的 交换 。 
为 积分 式 (4. 74) ,寻找 必 , 满 足 
BH VD ——#aT™ (4. 76) 
式 (4.75) 变 为 
[(T 十 攻 ) Vv—g],=0 (4. 77) 
在 一 般 情况 下 对 式 (4. 77) 积 分 可 得 到 包括 引力 场 在 内 的 守恒 定 
律 。 式 (4. 76) 不 能 唯一 确定 疙 。 从 式 (4.76) 知 心 非 张 量 。 若 使 


用 某 种 变换 群 , 必 类 似 于 张 量 , 则 称 之 为 能 量 一 动量 伪 张 量 。 引 
力作 用 量 


Tc = Izo)e V 一 5d02 (4. 78) 


包括 g* 对 空间 .时 间 的 二 阶 导数 ,包括 二 阶 导数 的 部 分 可 以 写成 
面积 分 形式 。 事 实 上 ， 
RV—g=gR,, V—g 
=(geTs  — gg =g 
(BT ST) 人 一 客 
(8 一 (4. 79) 
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—Te,(g” V 一 5) ,tT g” V 一 5) (4. 80) 
注意 到 
98 
Ch 
B80 BI %e” — TB 
式 (4. 80) 后 两 项 写 为 
PB f= BE) Tg 
= TY yg (4. 81) 
利用 式 (4. 81) 、 式 (4. 80) 、 式 (4.79), 式 (4.78) 表 示 为 


IR VvV— gdn = pment = y= 
9) Nn 


1 
= gg ga, Th = 8 Bu 


二 |[v 二 gewr 多 一 ge 有 bd0 (4.82) 
0 


式 (4. 82) 右 边 的 第 一 个 积分 仅 为 g* 及 其 一 阶 导 数 的 函数 ,第 二 
个 积分 可 用 高 斯 定理 变 为 面积 分 。 由 于 作用 量变 分 在 边界 上 化 
和 一 个 积分 。 今 定义 委 为 


D 
Kk; = 


而 总 拉 格 朗 日 密度 为 


ce” (ToT b 一 Pb) (4. 83) 
L= HLF (4. 84) 
Lr 为 非 引 力 场 的 拉 格 朗 日 密度 。 因 为 式 (4. 83) 仅 包括 引力 拉 格 
朗 日 量 中 无 二 阶 导数 的 部 分 ,Lr 也 只 含有 场 变量 及 其 一 阶 导数 ， 
所 以 作用 量 


i Ty ,三 (4. 85) 
nn 
Wo 


本 
2 (WA —g) Ep Wg) = 0 (4. 86) 


sa 
| 站 - 忆 % VB)]| 


CC dg QTXa ee 
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= (Re 一 去 BR)v 一 5 一 一 ET Vg (4.87) 
根据 
= 一 gp 六 
这 里 q 为 场 变量 ;定义 总 正则 能 量 - 动量 伪 张 量 为 
pr pA (4. 89) 
其 中 引力 部 分 为 


ts Vg=O Vg— gg 人 (h; V—g) (4.90) 


(4. 88) 


是 
(wt VB),, = (WA ED Va, =0 (4.91) 
式 (4. 87) 式 (4. 86) 将 爱 因 斯 坦 的 引力 场 方程 表示 成 拉 格 朗 日 方 
程 的 形式 。 
作 无 穷 小 变换 


X= x 二 6x’ (4. 92) 
依 g* 的 变化 特点 , 式 (4. 92) 有 相应 的 变化 


, a 
ya er") 


9 
Be 一 


一 g'Y (x’)— gr (zx) (4. 93) 


9 
dg = 8g (x! ) — -ig" (z) 
上. 六 x8 


= 二 (3g") 一 8 5 (bz7) (4. 94) 
yg__3% ah 、,, 
Hg" | om (4. 95) 


上 式 的 产生 基于 标量 Ls, 从 而 Lr = 二 0。 利 用 式 (4.94), 式 
(4. 93) 得 


本 aa , 9% 
Se es 


3 


二 


(BY (4. 96) 


于 是 
DLL 9 
9g” 


[(& Vv—g)(— g)3] 


i VY 和 十 雯 gw 多 (4. 97) 


又 知 dg 二 一 ggw dx*, 且 MV 一 g 不 包括 g%, 式 (4.97) 用 于 式 
(4.96) 有 


(58D Vg = 0 %, Vg) + Va) 


ee ZG V £) 人 


(QO) ,ECOx) Ss Te 必 一 么 ) (4. 98) 


Z 在 线性 坐标 变换 下 不 变 ;对 此 变换 , 式 (4. 98) 右 端的 最 后 一 项 和 
Ne 即 


(A Hg) TT (eV — gd 


十 2ge 5 Va) | 


2 


和 v8) Re V—g)=0 (4.99) 


注意 到 式 (4. 99) 不 含 3z*, 则 其 为 恒等式 。 据 此 得 出 ,对 于 一 般 的 
坐标 变换 , 式 (4. 98) 引 致 

(080 AEE = Ze Cy Ep a 《二 100) 
对 于 任意 的 坐标 变换 , 若 其 不 改变 g* 及 其 一 阶 导 数 在 积分 域 的 
边界 上 的 值 , 则 面积 分 项 为 零 ; 结 果 


|[( 讲 RL] sen = ly v= Ean Cu 101) 


起 (人 丰 101) 左 端 由 于 积分 为 标量 而 化 为 零 ， 于 是 在 右 端 有 
3| 4 /gd 一 szv 二 ga 二 | 这 一 GO = 0 


-2 


(4. 102) 
* L535] 


式 (4. 102) 右 端 第 二 个 积分 因 vV 一 g dQ0 为 标量 而 等 于 零 ,导致 第 
一 个 积分 也 等 于 零 , 式 (4. dy 


je (S87) ,。 a h; V—g)dN =0 (4. 103) 
将 式 (4. 103) 写 成 


| Ge ve" 3 Ep 


一 Gr) ,| 计 a] J =0 (4.104) 


式 (4. 104) 的 第 一 项 可 变 为 面积 分 ,如 果 6x* 及 其 导数 在 边界 上 
充分 快速 地 趋 近 于 零 , 那 么 该 面积 分 也 为 零 。 式 (4. 104) 中 其 余 
的 积分 可 划分 为 两 部 分 :一 部 分 可 转变 为 等 于 零 的 面积 分 , 另 一 
部 分 对 任意 6x” 给 出 


本 vV 一 5) | =0 (4. 105) 
9g% ee 


从 上 式 得 到 以 散 度 形式 表达 的 守恒 量 ， 
tv Vg = (D+) Vg = 2[ a jm 2 Dm] 


% a] 


(4. 106) 
以 g* 乘 式 (4. 86) 并 把 第 一 项 写成 两 项 之 差 , 推 出 
9 /yoy 
[ee Ft | 2 BY 
2 BY g)=0 (4. 107) 


式 (4.107) 对 x 求 导 , 并 利用 式 (4. 105)、 式 (4.99) 可 以 导出 
式 (4. 90) . 式 (4. 89)。 


现 考虑 
二 9 ng 
| £) EPA £8) 
的 表达 先 计算 
am8 Pe 
wn Be rT ) 


(4. 108) 
“ 352 < 


由 式 


9g 9 gy a gg” 
Ee 一 SS gr BB gr (4. 109) 


SO /eA 0 
To | 2 Bm adr 2g ax az ln 8) (本 110) 


知 
9 有 8 1 
0 7 
gw， 7 Bede (4. 111) 


而 g 吕 二 g% 十 T%g 十 bg” 二 0, 命 其 中 B= 二 x 并 使 用 式 (4. 110)， 
有 


TE 一 方 (6 67 二 B67) 十 廊 g?gm (4.112) 
= 
i pu 2 Op 
== 1 7 7) 二 HY 
[| 一 条 的 竟 二 宙 交 二 | 
(4.113) 
同样 ， 


je TA 2) = 一 Pz Vg (4.114) 
as 114) , 式 (4.113) 及 %; 定义 导出 
(% V—g) = 过。 到 十 序 (8eT 六 一 Bo 和 Bo 


je 


1 ee 
+ 二 | 


利用 式 (4. 87) ,得 
or /TB) = (Rs — TenR) (Es v/s) 


Vg) (4.115) 


+[ 2 v=8) | (4. 116) 


(st Ds | -ry 


C 
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于 志 (e"T BC 


一 二 PTS VE (4. 117) 


对 己 , 仿 式 (4. 74) 表 出 
2] v gdw = | gdS, (4. 118) 


在 孤立 系统 中 , 当 gw 充分 快速 地 趋 近 于 洛 仑 效 度 规 , 且 Ti 只 在 
有 限 区 域 中 异 于 零 时 , 式 (4. 118) 右 边 的 面积 分 为 零 ;而 面积 分 


PB, = ll = Bly (4. 119) 
与 时 间 无 关 (r 处 处 正则 ) 。 89) 得 出 ,如 果 各 系统 的 
一 (4. 120) 


在 封闭 曲面 上 具有 相同 的 值 , 那 么 这 些 系统 具有 相同 的 已 ;在 洛 
仑 效 变 换 下 zz 的 变换 类 似 于 四 维 张 量 , P, 的 变换 类 似 于 狭义 相 
对 论 的 四 维 能 量 -动量 和 失 量 。 


4.5 冷 星 
当 恒星 中 心 的 核能 耗 尽 之 后 , 它 将 变 成 一 颗 冷 星 ; 本 节 讨 论 
冷 星 问题 。 


决定 恒星 基本 特征 的 两 种 作用 :一 种 是 自身 的 引力 ,其 使 星 
体 收缩 , 另 一 种 是 压力 ,其 抵抗 引力 的 压缩 。 当 压力 与 引力 平衡 
时 就 形成 平衡 的 星体 。 当 然 只 有 稳定 的 平衡 才 可 能 存在 ,不 稳定 
的 平衡 将 因 小 扰动 而 瓦解 。 

考虑 一 个 球形 星体 ,在 半径 7 处 的 压力 为 P(r) ,这样 从 7 到 7 
十 Ar 的 球 壳 ,由 于 压力 差 而 受到 的 向 外 的 单位 面积 上 的 力 为 


Plr) = PlrsE MrY 三 = Ay 


而 引力 导致 的 向 内 的 力 为 


Dp) Ar 
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式 中 po(”) 为 > 处 的 物质 密度 .M(r) 为 在 半径 ~ 内 的 物质 质量 , 即 
Mn) = | 4nrodr (4. 121) 


因此 当 引 力 、 压 力 平衡 时 
dP(r) __ GM(7) 
2 


下 pl7) (4. 122) 


式 (4. 122) 为 牛顿 力学 中 球形 星体 的 基本 方程 。 广 义 相 对 论 中 球 
形 星体 的 基本 方程 为 
[Go + |(p+ 5) 


C 


dP 一 
dr | 
rc 


(4. 123) 


比较 式 (4. 123) . 式 (4. 122), 作 变换 
GM(7) ~ GM(7) + PEP 


pTYot 


a RE es 2 | 
此 代 换 可 作为 一 种 判 据 以 判别 牛顿 引力 和 爱 因 斯 坦 引力 的 影响 。 
当 c->ce 时 式 (4. 123) 回 到 式 (4. 122)。 
在 牛顿 理论 中 定义 


R 
AM 一 | dar pl(r)dr 
0 


R 
N | dnrn(r)dr 
0 


这 里 RR 为 星球 半径 .M 和 NN 分 别 为 星体 的 总 质量 级 总 粒子 数 、n 
(7) 为 粒子 的 数 密度 。 


在 爱 因 斯 坦 理论 中 定义 
R 
M =47| or dr (4. 124) 
R 
N =47| 由 a i nr dr (4. 125) 
0 FC 
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今 作 均匀 近似 , 认为 在 整个 星体 内 部 p、n 为 常数 ,于 是 依 式 
(4. 125)、 式 (4. 124)、 式 (4. 121) 得 到 


M =—SxR’p (4. 126) 
N =4rn| (1 一 gx ry rdr 
=2xRs (一 Seeosx ) (4. 127) 
式 中 sinz 一 (2¥). 物 态 方程 为 
p= on) (4. 128) 
通过 热力 学 关系 导出 压力 密度 关 系 ， 
a 
i (4. 129) 
利用 式 (4. 128) . 式 (4. 127) . 式 (4. 126), 有 
MG= M(N,n) 
星体 的 平衡 条 件 为 M 对 nn 的 极 值 ， 
(多), = 
dn N 
稳定 性 的 判 据 为 
Ls 
dn 2 


也 就 是 M 对 nn 的 极 小 值 可 能 稳定 。 
对 弱 引 力 场 天 体 , 即 当 人 各 <1 时 将 式 (4. 127) . 式 (4. 126) 在 


处 展开 ， 
M= NE[1 三 (一 和 (人 十] 
= ( 品 ) yn | (4. 131) 


”156 。 


Mo = NL 
n 


00% = 3N 3 
六“ 皖 | 
这 是 忽略 引力 的 解 。 
车 在 式 (4.131) . 式 (4. 130) 中 保留 所 的 一 次 短 , 推 出 牛顿 引 


力 中 的 解 ， 


vr 
MN 
_NP_ 3/4x\iGNi/p)’ 1 
a 环 ) 驯 下 
二 级 解 为 后 牛顿 近似 。 在 许多 情况 下 物 态 方程 有 标准 形式 
o 一 mr 十 Ko (4.133) 


其 中 为 粒子 质量 、.K 及 7 为 常数 。nm 表示 静 质 量 对 质量 密度 
Pp 的 贡献 ,Kn 表示 动能 或 相互 作用 能 对 p 的 贡献 。 一 般 而 言 nm 
>Km? ,而 物 态 本 身 为 非 相 对 论 性 的 ;所 以 式 (4. 133) 为 多 方 物 态 
方程 , 依 式 (4. 129), 有 
K 

= 

y 为 多 方 指数 ;上 式 为 标准 型 的 多 方 物 态 方程 。 
起 (1138 人 人 人 起 以, 132》， 


MG = No NKn”™! 二 ( 笃 ) Ni ye 
推 证 上 式 中 使 用 了 式 (4. 133) 的 第 二 项 小 于 第 一 项 条 件 。 以 此 
MO 代入 星 体 平衡 ,稳定 条 件 , 即 可 断言 : 当 ”之 他 时 存在 稳定 的 
平衡 解 ; 当 y 一 伟 时 无 稳定 的 平衡 解 ; 当 y 一 全 时 为 临界 状态 。 
这 时 


C2 


了 5 
Mo) 一 Nm + NKn} 3 (ey 0 


“ 87 “ 


二 Nm 十 [NK 2 ( 笠 ) Om lt 
显然 MW 随 n 单调 变化 ,无 极 值 .无 平衡 解 ;但 有 随 遇 平 衡 ,如 果 
3 /4x\* GNim’ 
NR 5 ( 2 ) Co 
而 MPNm, 那 么 上 式 变 为 


wr) lm 
这 是 y 一 邱 对 应 的 星体 质量 。 


白矮星 是 以 电子 简 并 压力 为 主 的 星球 ;如 果 用 理想 的 简 并 费 
米 气体 模型 描述 电子 系统 ,那么 电子 气 的 费 米 动量 pr 和 电子 的 
数 密度 n 的 关系 为 


ay (4. 134) 


bi = Cn 2 (h 为 普 朗 克 常数 ) 。 (4. 135) 
电子 及 粒子 系统 的 物 态 方 程 约 为 
Poe + mic)2 pidp 


0 二 mvp 十 志 (4. 136) 


| prdp 
0 
式 (4.136) 中 的 mn、m 为 核子 .电子 质量 ,w 表示 每 个 电子 对 应 的 
核子 数 ,应 用 式 (4. 136) 、 式 (4. 135) 可 表示 成 
p=6.01 X1027/(y) 
fly) =y(2y: — 3)(y: 二 1)? +3arshy 
PE 
Wa 


由 式 (4. 135) 知 当 nn 不 太 大 时 zzr< 和 msc ,于 是 


3 2 n3 /hy 
pT mypt To 3 ) 2 [到 | 


mac \27 
这 是 y= 记 对 应 的 多 方 方 程 , 它 有 稳定 解 。 


在 该 解 中 当 星 体质 量 增加 时 n 也 加 大 ,表明 pr 也 加 大 , 当 
。 158 。 


Pr 之 mec 
时 物 态 方程 为 


pT nmNp 十 半 (3 对 下 


ns3/h 

| 
这 是 7 一生 对 应 的 多 方 方 程 。 依 式 (4. 134) 知 临界 状态 的 星体 质 
量 为 


Mo 一 ME: ) (3r2)’ 


dx Cn) (a6) 


3 
2 


= 人 lx Mo 


(4. 137) 
式 (4.137) 中 的 M2 即 为 由 电子 简 并 压力 维持 的 星体 的 质量 上 
限 。 式 (4. 137) 为 在 均匀 近似 条 件 下 取得 的 ,而 精确 结果 为 
Mi 一 5.9y “Me (Mo 为 太阳 质量 ) 
称 之 为 钱 德 拉 极限 。 对 于 白矮星 ,其 相关 参数 为 
n =- 二 (到 ce) N10 (cm 3) 
O mn NA 入” 10° 
3N 3M 
-六 ) = 


MA) 104 (km) 
与 地 球 大 小 相近 。 而 中 子 星 


凡 汪 J0* (en) 
| =10® (g/cm’) 
,R= 


10 (km) 
4.6 银河 亮度 的 涨 落 


当 进 一 步 增加 星体 质量 ,n 也 增高 时 就 不 会 有 稳定 平衡 解 , 因 
工 


So ) 


假定 星球 、 星 云 均 匀 分 布 在 一 个 无 限 大 平面 上 ,系统 在 视线 
方向 延伸 到 直线 距离 为 工 , 并 且 


(1) 在 1 二 +t 处 长 度 元 dr 对 1 二 0 时 测 到 的 密度 的 确定 性 贡献 
为 Bdr, 这 是 由 于 星球 沿 1 均匀 分 布 出 现 所 产生 的 
由 Mn 


(2) 以 平均 光学 厚度 r, 作为 特征 的 星云 ,在 长 度 为 上 的 任何 


5 58 a 


区 间 按 泊 松 分 布 
(At)"exp(— At) 


nl 

的 形式 出 现 ,这 里 4 为 1 方向 上 单位 长 度 区 间 中 出 现 一 个 星云 的 
几率 ; 

(3) 一 个 星云 的 透明 度 为 g, 几率 密 度 为 y(g), 故 ay(q)dg 是 1 
的 单位 距离 中 已 知 强度 为 工 的 辐射 变 到 T(9o) 一 IC 十 dg) 之 间 的 
几率 ; 称 一 个 星云 具有 g 是 指 该 星云 把 处 于 其 后 面 的 星球 光 辐 射 
强度 减弱 了 因子 q。 

基于 (1)、(2)、(3) ,确定 观测 到 的 亮度 了 的 几率 密度 为 g (1， 
te td i 


gC + 十 半 8 (4 一 | .6juco 


(4. 138) 
式 中 x 为 观测 亮度 , 为 系统 沿 视线 的 延伸 。 在 上 式 中 wu、é 以 适 
当 的 天 体 物 理 的 单位 计量 。 
关于 式 (4. 138) 的 推导 , 设 几 率 密 度 g(u,&) 定 义 的 随机 过 程 
马尔 可 夫 型 的 ,系统 的 状态 以 (u,&) 确 定 , 并 考虑 由 & 的 变化 dE 
te ng 
(1) 系 统 处 于 状态 (w ,6) 且 在 区 间 (&,& 十 dt#) 中 转移 到 状态 
(u, 人 (uw ) ,系统 处 于 wx 的 几率 为 g(x ,6) du ,此 部 分 大 小 为 


ag Cu OYE ) du de (4. 139) 
而 g 一 7, 在 式 (4. 139) 对 ww 积分 得 到 的 总 贡献 为 


adudé |g Cu ,ys ) ee (4. 140) 


(2) 系 统 处 于 (u,6) 目 在 (&,& 十 dé) 中 强度 从 减 到 u ,此 部 分 
减少 的 量 为 
ag us dudt | y(E ) ee =ag(ubdude (4.141) 
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事实 上 ， 
| wode=1 (4. 142) 
(3) 系 统 处 于 (u 一 Bdé,&) 且 在 (&,& 十 dé#) 中 的 确定 性 部 分 Bdé 
使 系统 从 (u 一 Bdé, 各 转移 到 (u,& 十 dé)。 
因为 上 述 各 事件 互 不 相 容 ,所 以 
gusé+ dé du =—ag(u,é dudti+ g(u— Bdé,é) du 


tadude|g Cu ,Oy (Se (4. 143) 
取 极 限 ， 


gC) =—ag(u,) —BHg(ud) +al glu ,Oy ;|e 


(4. 144) 
在 式 (4. 144) 中 的 积分 从 u 到 BE, 对 于 wpBE， 
g(u,€) 一 0 
若 在 式 (4. 144) 中 置 a 二 8 一 1, 则 有 Miinch 积分 方程 式 (4. 138) 。 
因为 对 8 二 1 有 


faced) hale 


关于 式 (4. 138) 的 解 ,采用 梅林 变换 。 问 题 的 物理 条 件 要 求 


& 之 0 (4. 145) 
Ja Cu du 二 1 (对 所 有 自 (4. 146) 
g(0) = 6(u) (0 过 gq 有 ) (4.147) 


对 复 Sy 
p(s,é) =| gu Ow du 


oo 1 
p(s) = yq)g'dg = | Vad 


分 别 表示 g(u,6) 和 yl(q) 的 梅林 变换 。 对 式 (4. 138) 作 上 述 梅 林 
变换 ,得 到 差分 微分 方程 


“ 16l 


EP (8 =— pss) | ps) pls) + sp(s—1,6) (4.148) 
式 (4. 148) 的 初始 条 件 


0 (5 
Pim | 二 而 (4. 149) 
这 是 由 于 g(u,0)=6(u) ,并 对 一 切 < 有 (0,6) 王 1。 
定义 
yq ) = 6(g — 9g) (4. 150) 


式 (4. 150) 为 星云 有 相同 透明 度假 定 的 数学 表示 。 从 p(s) 的 定义 
知 式 (4. 150) 等 价 于 gp(s) 二 gq'。 
采用 迭代 法 , 当 s==n 时 式 (4. 148) 的 解 为 


plnsé) =n! >) opie Lp J (j 交角 ) 
2 [ie 一 07 
a EL 人 一 汪 区 (4. 151) 


k=0 LL — gi) 
式 中 n= 二 0、1.2、…*。 若 置 
上 
[1 一 c) 
则 pln, 各 可 表达 成 
pln,é) =é"exp(—é) 


tnlexp—® D>) rt i AB 


m=1 


(4. 152) 
以 s 代 nn 可 验证 式 (4.152) 符 合式 (4.148), 故 式 (4.152) 为 当 
9g(s) 二 gq' 时 解 。 

运用 反 演 定理 于 式 (4. 148)， 车 g'<u<q , 则 
oti ep BS EY (4. 153) 
m=! 人 一 0 


式 (4. 153) 为 当 所 有 星云 的 透明 度 相 等 时 Miinch 方程 的 解 。 
。 162 。 


命 矢 量 本 (2 vt ) 表 示 n 维 空间 中 点 的 位 置 、 随 机 
变量 o(t) 表 示 1 处 的 密度 ,i 的 几率 分 布 晴 数 为 P,(t)。 引 入 随机 
变量 

XV) = | pdv (4. 154) 


V 


式 中 V 为 积分 区 域 .dv 二 di dit?3…dtw。 从 X(V) 的 定义 可 写 
pdvwi 二 dX(v) ,而 dm dd “dt 等 等 。 将 V 分 成 个 部 
分 dm ~dvw; "dvi, 令 


k 
X(V) = DdX(v) (k—> 00) (4. 155) 


i=1 
记 X(V) 的 n 阶 矩 为 6{X"(V)), 对 有 >oo， 
HX"(V)} = HdX(w)+dX(v) T+ dX(v,)}” 


(4. 156) 
VY = 醒 4 人 让 十 恒 0( 交 让 十 二 本国 上 6oJ) 
(4. 157) 
也 就 是 
XW) 一 |&eCn)jdu (4. 158) 
V 
事实 上 ， 
AdX(w)) = |Elp(t)) do (4. 159) 
V 
假定 对 所 有 i、j, 有 
E{dX(v)dX(v;)} = O(dv;dvw;) (4. 160) 
取 
{plti)o(t;)} dvidv; (4.161) 


表示 式 (4. 160) 定 义 的 数学 期 望 。 综 上 ,E{p(4)p(t)) 表 示 点 44 
之 间 的 密度 相关 。 如 果 考 虑 7 个 点 ts、…t, ,那么 
OE 人 二 把 
当 ->co 时 
eX" WW) = | wo ob)jdo C4.163) 


Vv 


“ L683 3 


这 里 dz 一 du…du、| = | | , 式 (4. 163) 表 明 低 于 阶 的 相关 


加 VV 
不 出 现在 XCV) 的 一 阶 矩 的 表达 式 中 。 记 
Py, (hists)dps= Fplts) = pz | pt) = po) 

即 Pop, (i,t) 为 在 已 知 p(ti) 二 ps 的 条 件 下 p(ts) 二 ps 的 条 件 几 
率 。 如 果 4 为 连续 参数 ,那么 P,。 (4 ,4) 仅 在 1 是 一 维 的 。 相 应 
的 随机 过 程 关 于 t 是 齐 次 的 并 在 具有 马尔 可 夫 性 质 的 情况 下 才能 
确定 。 阁 过 程 是 齐 次 的 , 则 对 心 之 ,有 Pees Ch y= Ps py 
fr. Ys 又 若 存 在 函数 Qo, 使 

limPoip, (ta — 11) = (ts — 11),,p, 《ol 和 关 2) 


则 条 件 几 率 P,， (一 5) 可 用 Q 表达 。 注 意 + 是 一 维 的 假定 。 
可 以 证 明 在 适当 的 条 件 下 
limP os (一 五 ) 一 QT 十 SGo: 一 01)8(CT) 


ty | 


式 中 T= 二 ts 一 ,同时 
$7) SE 1—T| Qe: 


p2 
当 上 式 存在 极限 时 P, 。(T) 满 足 前 向 方程 
9 / / 
ty = pn nD]| Qs + |Pw (TQ dp 
(4. 164) 
为 了 计算 相关 函数 ,必须 考虑 在 已 知 po(4o) 王 po 的 条 件 下 p 
(GD) 二 oo 一 ooG) 一 pi 的 联合 几率 。 如 果 随 机 过 
程 关 于 时 间 上 是 齐 次 马尔 可 夫 型 ,那么 
Ps ii (to > ye = Ps (fi — WF (zt 一 人 )…。 
Pe i (tn — tna) 


根据 上 述 ， 
E{p(t1) 0(t,)} = | | pipe*eps Pa (一 0) 。 
PnPn—l A 


Pg (tiz 二 (如 一 tr1) do1*** dp (4.165) 


。 164。 


另外 ,如 果 当 五 一 吉 一 ce 时 存在 一 个 平稳 分 布 , 即 
lim 下 (£1 = fo = yp1) 


Ho 


那么 得 到 
6{p(11)°%p(t,)} = | aewdon 5 


Plt bP, hh rdpido (Cds166) 
这 是 nn 次 相关 函数 的 形式 表达 式 , 用 相应 的 随机 过 程 的 条 件 几率 
Ppp, (ti 一 ti1) (i 二 2,3,…,n) 表 出 ,其 中 必 为 正 整 数 。 
为 了 得 到 马尔 可 夫 型 密度 场 的 n 次 相关 子 数 的 显 式 ,假设 
limPow (了 ) = TQ 
这 里 =|z 一 4| ,其 次 命 Qw 只 取决 于 o ,因此 
Qw = Ry 
据 此 ， 


ja。 do 一 le do =7 (4. 167) 


表明 从 状态 p 到 其 他 状态 的 总 转移 几率 与 p 无 关 , 记 此 总 几率 为 
7Y。 从 式 (4.167) . 式 (4. 164) 知 Pu (T) 符 合 


壤 Pw (T) =—yPw (T) + [Pw Dap 
| 


一 一 ”P，(T) 十 R， (4. 168) 
这 是 由 于 |Pw(T)d# 二 1; 式 (4. 168) 的 解 为 


Pp 


Pa (T) = [1 exp(—7yT)]+6(0 — pexp(—7T) 


(4. 169) 
依 y(p) 定 义 ， 
: R, ; 
lmPmw (TD) 一 了 一 内 p ) 
从 式 (4. 169) . 式 (4. 166) 导 出 
EL6(DpG )} — 6 (p) = (Ep} — {pp))exp(—7T) 
。 165 。 


可 后 三 | wwcodp 
现 假定 式 (4. 167) 定 义 的 y 很 大 ;显然 P,…(T) 将 很 快 地 趋 于 一 
平稳 状态 ,并 知 若 了 光 广 ,Y 很 大 的 , 则 


Py (T) — ylp') 
在 上 述 条 件 下 位 置 :处 的 分 布 与 位 置 ;处 的 分 布 独立 。 当 然 不 论 y 


多 大 ,只 要 了 在 区 间 (0, 志 ) 中 ,在 4/ 处 密度 就 不 是 相互 独立 的 ， 
计算 nn 次 相关 函数 只 需 将 式 (4. ee 167) 即 可 。 

首先 注意 : 若 7Y 很 大 , 则 只 要 1 一 t;- i ,密度 p(4)、…、o(i,) 都 

ee Pe 这 种 近似 相当 于 用 


河 47 将 代 exp( 一 y4 ), 而 81 为 狄 拉克 函数 。 对 此 ,将 其 在 /六 


了 的 任意 区 域 0 过 /过 :上 的 4 积分 ,并 注意 到 当 /六 了 时 有 


1 
| exp yi dar 二 > exp( 一 YL)] = 了 
由 上 述 , 分 布 函数 式 (4. 169) 可 写成 
[一半 
Pw(T) = glo)|1 yO D+ 


6(o 一 0)6(G 一 0 
7 


(4. 170) 
2 
依 式 (4. 170) . 式 (4. 166) . 式 (4. i 同 阶 .高 阶 项 ,推出 


ex") = dee] dao 上 


Pn 


YCp)…ylpn)| 1 十 填 rp i 


(Co ~ Pi- SG 一 万 ;全 
十 宇 | #0l(; 4 (4.171) 


“166.% 


据 此 
E{X"(1)} 一 名 (XCD)) 
gj 2\_ 2 
+ inn— De (XO TE md 
Pg 6? {0) 
=6"{X(1)} Tam(n—1)8™{X()) (4. 172) 


式 中 
2 pI Ep) ,_ etp) 
G2{p} 
而 1{} = CY 


(HX)Y — (XO) = 202rB(X(DO) = 2076lp} (4.173) 
因为 6{(X(0)) 一 16{p) ,所 以 依 式 (4. 173) , 当 ( 汶 了 时 X(0) 的 方差 


正比 于 t+。 也 就 是 ,如 果 4 、ts 的 定义 域 不 相交 ,那么 随机 变量 X 
(1)、X(ts) 是 相互 独立 的 。 

今 把 上 述 结果 用 于 讨论 银河 亮度 。 设 : 

(1) 观 测 者 在 原点 大 0 处 ; 

(2) 沿 上 星际 物质 处 于 平稳 状态 ,有 一 个 连续 但 起 伏 的 分 布 ; 

(3) 星 球 在 区 间 [0, 妇 中 均匀 分 布 , 在 区 间 (r,r 十 dz) 中 对 辐射 
强度 给 出 确定 性 部 分 dr。 

以 为 吸收 系数 .po 为 星际 物质 密度 ,于 是 


X(L) = k| pdr 
为 对 应 距离 t 的 物质 的 光学 厚度 。 适当 选择 单位 可 取 A 一 页 本 jy 


表明 单位 强度 的 辐射 经 过 广度 为 1 的 物质 后 , 其 强度 减弱 到 
exp[ 一 义 (7) ] ,而 


= - 记 > 二 - 交 _ 
X(t) je dr pe Bo) 
这 里 XO)} 二 1, 但 a 保持 不 变 。 


由 区 间 (r,r 十 dz) 内 射出 的 辐射 量 在 到 达观 测 者 之 前 ,经 过 一 
段 距离 tc 或 一 段 光 学 路 程 X(7) ,在 此 过 程 中 它 减 弱 到 exp[ 一 X 


167 » 


(tb]dr; 因 此 对 应 于 每 个 点 z 可 以 指定 一 个 随机 变量 Y(r) 二 exp 
[一 X(z)j]。 若 在 区 间 [0,tj 上 积分 Y(7), 则 得 到 抵达 原点 处 观测 
者 的 辐射 强度 。 置 


Ty = | Ycodr 
表示 到 达 原 点 处 观测 者 的 辐射 强度 。 
先 计算 对 应 于 区 间 (0,z ) 的 光学 长 度 分 别 为 在 区 间 ( ,ps 十 
dw) 中 的 联合 几率 (一 | yi ST ,171) , 设 几 率 为 


Py (£1 让 在 = 次 (2 Ee 看 入 (CE ;| ) dja*** dp 
引进 变换 
A 二 XI 
22 一 =X, 
An Hel 一 及 ， 


此 变换 的 雅 可 比 行列 式 为 1, 于 是 
E{Y(11)°Y(,)} 
= 人 | ep 一 Da 二 生计 业 和 
Px, (11) Px, (ti | De (Fé = t,1 dX"…dX, (4. 174) 
分 析 积 分 
| exp( 一 2X)Px(G)dX = (exp[—nX(t)]} (4.175) 
把 exp[ 一 nX(7) ] 展 成 级 数 , 有 
Bexp[— Kt) = 8(1— ne + 去 X01) 一 es 
由 式 (4. 172)， 
{exp[—nX(1)]) =exp{— nE({ X00))}[1 + na re{ X()}] 
=exp(—m)(1+ niazt) (本 176) 


事实 上 ,EG{XGQ)}==t。 把 式 (4.176) 代 人 式 (4. 174), 略 去 与 刀 同 
阶 的 项 ,得 
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E{Y (11)°Y(t,))} 
二 exp{ 一 [zt 十 (nn 一 (tz 一 二 ) 十 十 (6 一 ti1)]}。 
代 十 [nzti 十 《页 一 1 Cos = 一 侧 十. 十 (6 — £1) Ja:r) 
(4. 177) 
起 中 与 过 yumacp,。 当 计算 | Yar 时 将 6{Y(4)…Y(4,)) 在 1 
的 整个 定义 域 上 对 、…、 积分 。 所 以 到 达观 测 者 的 辐射 强度 
的 2” 阶 矩 为 
@{I"(o00)} =@{ I"} 


=1+ cr 十 De (4.178) 


式 (4. 178) 适 用 于 无 限 延 伸 的 系统 。 由 于 ED 一 1 十 cr 十 DC )， 
因此 


CCP) n(n—1) ， 
BT) J 站 


还 可 以 证 明 : 对 有 限 上 To 的 7 阶 矩 为 


Em 2 了 的， 过关 肌 “证 节 时 


k=0 
| | (a 一 wo 
J 一 0 


这 里 

ax = n(l— na’r) (4. 180) 
4.7 星系 密度 波 
4.7.1 基本 问题 


本 节 使 用 气体 盘 模 型 ,在 准 稳 紧 卷 螺 旋 近 似 下 讨论 密度 波 非 
线性 的 稳定 性 以 及 基态 为 超 音速 时 的 准 稳定 性 。 

类 似 于 星系 激 波 的 处 理 方式 ,在 等 角 螺 旋 正 交 坐标 系 (&,7) 
中 扰动 场 的 方程 为 


《oo To) (Ww 二 Ww) = oo 也 (4.181) 
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2] dzw 


[Cw ww = 


2 = (Ww, Aw GO— zx2) 


97 
2 十 ”do 
半 ia ee ed (4. 182) 
Ow 
Co, -toy) TF = Bivg — (4. 183) 
97 
V2U, = 4xGo18(2) (4. 184) 


这 里 a 为 恒星 的 弥散 速度 ,其 他 符号 的 意义 在 参考 文献 3 中 给 
出 。 扰 动 引力 


Ss (4. 185) 
对 于 线性 密度 波 ， 
G= Csin(bn+m) (一 二) (4. 186) 
而 
A = 2QwT 一 一 总 本 = F(zQ) 
=2Qm>0 B= 一 和 <0 C=FwQ) (4.187) 
恒星 弥散 速度 都 较 大 ,在 一 般 的 紧 卷 螺旋 中 
wn = ((— 0,) wsini 


均 小 于 a, 于 是 讨论 基本 亚 音 速 流 基 态 附 近 的 非 线 性 连续 周期 解 ， 
也 就 是 非 线性 密度 波 , 应 满足 


wi a | wy Tw [a (4. 188) 
可 以 证 明 它 是 不 稳定 的 ,但 当 
wi, >a (4. 189) 
时 其 是 准 稳定 性 的 。 


4.7.2 非 线 性 不 稳定 性 


为 方便 把 wy zy vs 了 记 作 y、 yz、z。 当 忽略 小 量 x; 时 式 
(4. 182) 、 式 (4. 183) 可 表达 成 
(y+ yo) —a dy 


二 Az 十 G 
yt% dz (4. 190) 
(y+%) = By 
"dz 
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式 中 的 G 由 泊 松 方程 式 (4. 184) 决 定 。 
定理 4.1 若 已 知 式 (4. 190) ,其 中 < 为 常数 且 存 在 常数 A,、 


Bo。.K 使 
A(z)>>Ao>0 Bl(r)<B,<0 0<y<a (4.191) 
|G(z)|<K (KS>0) (4. 192) 

则 在 区 间 
|y|= yo |y 二 yo | 二 a (4. 193) 


内 式 (4. 190) 无 稳定 的 周期 解 。 
证 明 : 式 (4. 190) 左 边 系数 在 
十 和 一 0 (yw w=0 (4. 194) 
变 为 0 或 ce ,在 (z,y,z) 三 维 空间 中 式 (4. 194) 表 明 式 (4. 190) 有 
三 张 奇 面 ; 当 工 增 大 时 式 (4. 190) 的 积分 曲线 一 般 不 能 通过 它们 ， 
因此 加 上 式 (4. 193) 的 限制 。 
讨论 两 种 情况 : 式 (4. 190) 在 式 (4. 193) 区 间 中 无 周期 解 和 有 
周期 解 。 对 于 前 者 定理 无 需 证 明 ; 对 于 后 者 任 取 一 个 周期 解 (y" 
(x) ,zx (x))。 下 面 证 明 (y 中 (x),z (x)) 对 于 式 (4. 190) 的 积 
曲线 族 为 不 稳定 的 周期 解 , 对 此 引进 新 变量 
p= YL) 一 (EY Wa (RY (4.195) 
将 式 (4.195) 代 入 式 (4. 190) ,并 把 方程 对 (yp,y) 作 级 数 展开 


a (= i =p (4. 196) 


dz \wtz) 6 /\y 
式 中 
ee [LAz'(Cz) 十 GCz)](as 十 Lyo 十 yo(CZz) 2》 
a 
1 {a:— [yt yo (zr)])? 
yo 十 yo(z) 
1 (Xx) 一 4. 197 
az (ZX) [wy 十 yo(z)]2 一 az ( ) 
as (Z) = 2 2 
Lyo Ty (zx)] 


(ps 为 (o, 力 二 次 以 上 的 项 。 
注意 到 (yz) ,zx (x)) 为 式 (4. 193) 中 的 连续 周期 解 , 在 一 
。171 。 


个 周期 里 它 是 有 界 闭 集 上 的 连续 函数 ,所 以 应 用 式 (4. 193)、 式 
(4. 192) 、 式 (4.190), 可 有 3 个 常数 Ki、K;、K; 使 
al(z)>—K: (Ki 宇 0) 
je <— K;<=0 (4. 198) 
oa(z) <— K;=0 
只 要 能 证 明 式 (4. 196) 的 线性 部 分 ,(q,y) 二 (0,0) 是 不 稳定 的 ,那么 加 
上 非 线 性 部 分 (gp,y); 之 后 此 结论 还 正确 ,这 里 的 关于 稳定 性 的 意义 
是 依照 李 亚 普 诺 夫 意 义 定义 的 。 据 此 ,定理 的 证 明 归 结 为 定理 4. 2。 
定理 4.2 ” 若 线 性 微分 方程 组 
(7)= en ha i 
Ty a3 (ZX) 0 y 
满足 式 (4. 198) , 则 式 (4. 199) 的 解 (g,y) 二 (0,0) 是 不 稳定 的 。 
定理 4. 2 是 定理 4. 3 的 特例 。 
定理 4.3 若 微 分 方程 组 
2 ("= 人 wo ca 
Ty as(Z) ai(zT)/\y 
对 所 有 z 二 0, 有 常数 Ki 、K;、K; 使 
Da(i)F—K (Ki 宇 0) w(x) RK < 一 0 
| os(Z) <— Ks <0 malr)2—K, (K0) (4.201) 
OK:K: 一 KK 之 0 
则 (gq,) 二 (0,0) 为 不 稳定 。 
证 明 :K 、K: 过 0 可 将 K; 、K; 略 变 小 使 @ 保 持 , 即 取 Ki\K;、 
K; 使 
Da(z)>—K: (KK=0) 
a (zx) <— K;, 一 一 氏 <0 
oz) <— Ks <— Ks <0 
alz)>—K: (KK, 宇 0) 
OK.Ks— KiK,>0 
。172 。 


取 比 较 方 程 组 
(4. 202) 


分 析 (p,W) 平 面 上 第 二 象限 (P<0,y>0) ,于 是 
dy dp 


dz 《4. 200) dz 
dy dy 
dx | (4.200) dx 
式 (4. 202) 的 特征 方程 为 
—K, -一 并 —K, 
这 里 p= 二 Ki 十 Ki 宇 0,g = KK 一 KK 一 0 ,特征 根 
i 过 如 -0 


(4. 202) 


(4. 202) 


二 外 十 pA 十 q= 二 0 
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(4. 203) 
ET 


A2 一 2 


=0 
因为 开 : 天 0, 作 变换 


Y= Kg+(— Ki—ay 
所 以 式 (4. 202) 经 过 变换 式 (4. 203) 变 为 


(4. 204) 


其 积分 曲线 族 为 
V(X,V) 一 | XI*%*|YIh 二 C (常数 ) 
将 第 二 象限 (op<0,y>>0) 用 半 直 线 
Li Kig+ Kzy = 0 /2 : Ksg+ Kiy = 0 
分 为 A、.B.C 三 个 区 ,其 中 依 y,A 区 在 B 区 上 方 .B 区 在 C 区 上 
。 173 。 


方 ; 依 g,A 区 在 B 区 右 方 .B 区 在 C 区 右 方 。 由 于 @ ,因此 Ls 在 
有 hE 
(DA 区 

在 第 二 象限 内 半 直 线 2 在 直线 了 一 0 上方 ,于 是 A 区 内 X< 
0.Y>0; 在 A 区 作 李 亚 普 诺 夫 函 数 ， 

Woo 内 =VC— X,Y = CX 
法 [ 一 Kaso 十 (Ki 二 为 )yl [Ksg 十 (—K, —Aa) ph 

将 它 沿 式 (4. 200) 的 积分 曲线 关于 z 求 导 


dVi | dp ,9X dy a do ,9Y | 
dz aX op dr Ndr’ ay op dr 9y dx 


)+ 


因为 
i 
9X TY aY YY 
XX 云 Ch A 9X 5 
9 pr Be 天; 一 和 
所 以 
dV, 
dz 


a 
(4. 200) 演 踪 


(| NY 十 加 及》 5 | 
dz (4. 200) 


Me a, 十 区) 至 一 站 《二 十 加 这 和 | | 
d (4.200) 


ys 
时 


dy 


(4.202) d 蔗 


二 


(4.202) dz 


dy 


(4. 200) dz 


V [四 
(—XY Ldzr 


=K; (一 12 ) 


在 A 区 中 


dy 0 池 


| (4. 202) 3 d 工 


(4. 202) 


dy 


(4.200) dX 


dy 


(4. 202) dz 


LL. 


C4. 202) dr 


0 2 
i 


(4. 200) 


于 是 


dy 
(4.200) dx 


dy 


(4.202) dz 


dp 


(4. 202) dz 


dp 
dx 


(4. 202) 
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dV R V 攻 : dy 
dx | qd.200) > Ki 一 和 1) (一 XY)Ldzildc.zo) d 工 | (4.202) 
_dyp dy | 
d 工 | (4.202) dxl (4.200) 
V dp 车 _dy | 
= Ks 一 和 ) (一 XY) drzldazop)Ldzldzo) dxl 0.200) 2 
(2)B 区 
取 李 亚 善 诺 夫 函数 
Vlg = YY 
故 在 B 内 V(p,y)0, 并 有 
dV gy dy dy _ dy 
dx | (4.200) dx! (4.200) dx | (4.200) dx | (4.202) dx | (4.202) 
(3)C 区 (上 略 ) 


若 C 的 形式 为 式 (4.186), 则 当 F<1 时 有 自治 的 线性 密度 
波 。 略 去 mi zz zs 就 得 式 (4. 190) ,由 此 可 见 本 节 的 论断 对 线性 
密度 波 成 立 。 
当 |G| 充 分 小 时 式 (4. 190) 在 (gp,y) 二 (0,0) 附 近 可 以 产生 周 
期 解 。 如 命 |y| 之 yo, 式 (4. 190) 左 边 系数 中 以 yo 代 y 十 yo， 于 是 
式 (4. 190) 变 为 常 系数 线性 方程 组 ,存在 通 解 
y= Ciexp(tr) 二 Cexp(— zr) Cscos(br+t zxo) 


2 


总 2 
z 一 人 Cexp(Crz) 本 (zexp(— zw) + Casin(br + wo) 


(4. 205) 
式 中 Ci、C; 为 常数 ,而 


sw byo 2 B 
Cs Bla — y)—AB 人 Bla — %)—AB (C4: 206》 


= /3) -30 (4. 207) 
Q 一 yo 


当 Ci 二 Cs 二 0 时 有 唯一 的 周期 解 。 
当 Ci 二 0 时 积分 曲线 对 C~oo 趋 于 该 周期 解 。 
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当 Ci 和 天 0 时 积分 曲线 以 指数 exp(Crz) 发 散 , 即 在 (z,y,z) 三 
维 空间 中 除了 一 个 零 测 度 的 二 维 曲面 外 ,其 他 积分 曲线 以 
exp(rz) 发 散 , 表 明 周期 解 尽 管 存 在 但 是 不 稳定 。 另 一 方面 ,由 于 
有 一 个 零 测 度 的 二 维 曲面 上 的 积分 曲线 趋 于 此 周期 解 , 因 此 可 以 
用 数值 计算 估计 。 

从 式 (4. 207) 知 xs:10, 因 为 工 即 


7 一 cosiln (过 > siti(0— 2,) 
所 以 pe 1 左右 就 可 使 速度 变化 。 倍 。 在 太阳 附近 变化 0. 1 
对 应 于 一 - 3 银 年 ， 大 约 0. 3 亿 年 。 


a 要 求 | Cs |<yo 或 
b(a’—yi)+A(—B) 
(wn 
在 徐 遐 生 算 例 中 Fos0. 3, 得 
F=0.01~0.05 


= Fo (4. 208) 


周期 解 可 用 近似 解 
y= (Cycos(bzTai) z= Csin(bE+a) (4.209) 
表述 。 
考虑 zi zz za 小 量 , 式 (4. 199) 变 为 式 (4. 200), 式 (4. 198) 
应 加 强 到 式 (4. 201) ,此 刻 式 (4. 200) 可 写成 
dy _ (y 十 y)(4Az 十 旋 
忆 充 (yy):—a: 
y 十 yo a:(1 十 PB) 
a — (y+y) (y+ yw —a 
dz By Ns 
dz yy 十 % yy 二 Yo 


Zl (4.210) 


式 中 
ZX1 一 ycosi 一 zsini 
上 = w(ycosi 一 zsini)sinz 一 z(ysinz 十 zcosi) + oa:Beosi 
X3 一 一 azsinicosz y(ysinit zcosi) 一 o 民 psinz 
(2 
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2 = dQ B= ww do 


dw 0o 十 o dzw 你 人 
(ww) (% 
则 在 式 (4. 199) 的 矩阵 (”，， ” ” ) 的 基础 上 还 应 加 上 一 个 小 
a 
量 抢 阵 
( ( 
hy ye Aas | (4.213) 
Aas3 (Xx) Aas (xX) 
其 中 


2 (0) -2 
Aai(7x) = 本 二 了 {ay'™ cosisini 


—az® sinti— zy sini — [z® J cosi ta:Bcosi} 
十 (0) ee a 
es i mz Lacosisini 一 zx sini | 
CQ Lyo 十 y ] 


2 (0) 
了 te Ly cosi— zx" sini 


a (1+ Pcosi 
i (4. 214) 


Aas (x) 2 二 Lasin2i 十 ysinz 十 2z'0coszi] 
2 一 [入 十 儿 


a (1 十 B)sinz 
[i 


(0) 


sini 十 zz‘ cosi 1 
yo 十 yy [so yh 


{ 一 az sinicosi 二 [Ly jsini yz'® 


Aa3 (Xx) =— 2 


cosi 一 opBsinz》 
asinicosi 一 yo cosi 

Aa4 (X) yo Ey 

这 里 > 、z ”由 C;、Cs 制约 。 不 难 验 证 当下 一 0.01 一 0. 05 时 Au 
(i 二 1,2,3,4) 不 影响 式 (4. 199) 的 稳定 性 ,也 就 是 式 (4. 181) 一 式 
(4. 184) 系 统 无 稳定 周期 解 ,即使 考虑 了 二 级 量 密度 波 也 不 稳定 。 
线性 和 弱 非 线性 的 密度 波 都 是 自 洽 的 ,一 般 讨论 气体 的 非 线 
性 响应 .星系 激 波 不 满足 自 洽 和 条件。 利用 气体 盘 模 型 时 没有 具体 
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要 求 自 洽 的 非 线性 解 , 在 上 述 讨论 中 对 扰动 引力 场 的 要 求 较 宽 ， 
式 (4. 192) 只 要 求 扰 动 引 力 场 为 空间 的 有 界 函 数 , 显 见 有 物理 意 
义 的 自 洽 解 也 应 包括 其 中 ,完全 自 洽 解 可 以 用 数值 方法 解 出 。 

当 扰动 引力 场 很 弱 时 非 线性 就 是 通常 的 线性 密度 波 , 本 节 的 
论述 对 于 自 洽 密度 波 解 应 该 适用 。 

以 式 (4. 186) 代 入 式 (4. 182) 并 把 a 理解 为 气体 的 等 效 音速 ， 
于 是 本 节 结 果 可 应 用 到 气体 的 非 线性 响应 和 星系 激 波 中 。 这 表 
明 亚 音速 流动 基态 附近 的 周期 解 是 不 稳定 的 。 完 全 亚 音速 流动 
出 现在 共 转 圈 附 近 , 所 以 该 结论 对 星系 螺旋 结构 的 意义 是 :在 共 
转圈 附近 不 会 有 稳定 的 密度 波 且 不 会 形成 星系 激 波 。 这 样 , 明 亮 
的 螺旋 结构 应 当中 止 于 共 转 圈 以 内 的 某 个 半径 之 处 。 

基本 方程 式 (4. 181) 一 式 (4. 184) 在 许多 近似 、 简 化 下 推出 ， 
可 归结 如 下 : 

(1) 准 稳 螺 旋 结构 。 基 本 方程 是 在 等 0 旋转 的 坐标 系 中 推 
导 的 ,其 中 假定 了 随时 间 的 变化 很 慢 并 忽略 不 计 。 

(2) 紧 卷 螺旋 。 一 般 认 为 星系 存在 螺旋 状况 。 在 紧 卷 螺旋 


I > 、|tgi| <1, 因 而 忽略 了 对 的 导数 项 zx; 项 。 

(3) 无 限 薄 盘 模型 ,忽略 厚度 效应 。 

(4) 气 体 盘 模型 ,用 气体 盘 模 拟 星 系 盘 ; 许 多 情况 证 实 :气体 
盘 与 恒星 盘 主 要 行为 有 对 应 关系 。 

(5) 等 角 螺 旋 近 似 , 在 星云 激 波 的 研究 中 大 多 采用 这 种 简化 。 

总 之 ,因为 很 弱 的 非 线性 密度 波 为 线性 密度 波 , 所 以 这 种 不 
稳定 性 也 存在 于 自 洽 的 线性 密度 波 中 。 该 不 稳定 是 基于 上 述 
(1)、(2)、(3)、(4) 条 件 导出 的 。 


4.7.3 基态 为 超 音速 时 的 准 稳定 性 
今 研 究 基 态 流 为 超 音速 (ww, 之 x) 时 星系 密度 波 非 线性 周期 


解 的 性 质 。 
式 (4. 190) 等 价 于 下 式 


78 & 


下 < 


d dy d 
是 | mcy) 9 二 cy)y = 一 一 (4.215) 


dz 
式 中 
(y+ yo):C—a’ 
= 4.216 
m(ly) 人 ( ) 
A(—B) 
二 = 二 和 #4;217 
(Wy) 人 ( ) 


式 (4. 215) 可 以 理解 为 在 外 力 -EG(z) 作 用 下 


的 变质 量 m(y) 及 变 弹性 力 r(y) 的 振动 系统 。 

当 (y 十 yp 过 aq? 时 ml《y)r(y) 二 0, 这 可 以 类 

比 一 个 具有 排斥 力 的 系统 ,如 图 4.2(Ca) 所 示 “aa ” (b) 
倒立 摆 。 可 以 证 明 其 周期 解 的 不 稳定 性 ; 当 

(y 十 y%) 二 @ 时 和 2(Cy)r(y) 盖 0, 这 可 以 类 比 

一 个 铅 垂 摆 ,如 图 4. 2(b) 所 示 。 据 此 ,在 不 大 的 外 力作 用 下 ,其 周 
期 解 具有 稳定 性 或 准 稳定 性 。 


4.7.4 准 稳定 性 条 件 推导 
对 式 (4. 190) 任 取 特 解 (y (Cz),z'o (zxz)), 作 变换 


图 4.2 


9 一 一 ( y= 之 一 过 0 (rx) (4. 218) 
式 (4. 190) 变 为 
(Zz) az(Z) 
A)= 0 (HH 29) 
dz a3 (Xx) 0 y /2 
其 中 
Lyo yo (zy 十 Q2 
(Xx) : Az ‘uC ) trey 
一 
(0) A 
4 二 二 下 二 3 Gz)] (4. 220) 
[yty "(za 
(7X) = B 
. Lyo 书 yo Czy | 


(9) 为 (g; 办 的 二 次 以 上 的 项 ,其 系数 为 y (z) 、z (x) .G(x) 
2 
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的 函数 。 

依 式 (4. 220) 知 :Bai (z) 二 0, 当 办 十 yo (xX) 之 a 时 ,az (zxz) 之 
0, 可 以 证 明 当 G(x) 为 周期 函数 且 |G(z) | 不 很 大 时 式 (4. 190) 可 
以 近似 地 求 出 周期 解 (y” (z),z'o (z)), 其 周期 与 GCz) 相 同 ; 当 
1G(z) | 不 很 大 时 也 有 yo 十 y (z) 二 2a。 由 于 ou (zx)as3(x) 二 0, 解 
族 的 定性 行为 发 生根 本 变化 。 

下 面 假定 : 

(Da <y; 

(2) 外 力 为 |G(x) | 不 很 大 ; 

(3) 特 解 符合 yo 十 y (xz) 之 a。 

定理 4.4 若 式 (4. 199) 满 足 

(Dax)<A, (AI>0); 

(2)0<A;<as (zx)<A, (A,>A;,>0); 

(3)0<—A;<—as(x)<—A: (A;<A;,<0); 

(4)A?<—4 A,A;. 

这 里 Al 、A; A, “A; .A; 为 常数 , 则 式 (4. 199) 的 解 或 停留 在 
(0,0) 附 近 , 或 尽管 离开 (0,0) 但 是 以 螺旋 形式 离开 , 且 离 开 的 速 


度 由 exp (去 A1x) 制 约 。 


事实 上 , 先 对 式 (4. 199) 的 积分 曲线 在 pg 二 0 及 Y 一 0 轴 上 作 
定性 分 析 。 


d 

在 p>0.y=0 上 ,$= (rg<0; 
d 

在 pg 二 0.y>>0 上 ,= (7)y>0; 
dy 

在 P<<0、y 一 0 上 ,3177)p>0; 


d 
在 g=0.y<0 Er oe), 


定性 行为 如 图 4. 3 所 示 , 故 有 一 种 旋转 的 趋势 。 在 每 个 象限 还 可 
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能 有 不 同 的 拓扑 结构 。 


作 控 制 方程 
2(")= I i ” 
dr\y Bs (9,y) 0 y 
而 Bi (gD Bg; BB(g;) 为 : 
(1) 当 g 宇 0.y>0 时 取 


Bi(p»y) = Ai Ba (pW) = A Bi (9p,1) 一 人 


得 到 
al (Tpitoa(r yAigi+Ay 
uCz)p 二 Ap 到 0 
《2) 当 g 过 0.y 宇 0 时 以 直线 
Aipg+ Asy=0 
将 第 二 象限 分 为 两 个 部 分 : 
OD' 在 og 二 0.y 宇 0 内 Ap 十 Ay>0, 取 


BlgD)=A Big =A: Blgy)= A 


得 到 
alz)pto(ryAigi+Ay> 0 
0<aus(z)p 委 4:p 
@' 在 ?一 0、Y/>>0 内 Aig 十 Asy 志 0, 取 


(4. 221) 
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BlgD=A BlgppD=A: Blg p= A 
得 到 
al(CZz)p 十 az(CZz)0 之 Ap 十 A:V 
a(z)p 二 Asp 二 0 

(3) 当 pP<0、W<0 时 所 作 控 制 方程 同 (1); 

(4) 当 gp 二 0.y<0 时; 

OD' 在 g>0.y0 内 Aig 二 Azy<0, 所 作 控 制 方程 同 (2;@D'; 

@ 在 g>0y<0 内 Aigt+Asy>0, 所 作 控 制 方程 同 (2)@'。 

于 是 式 (4. 199) 式 (4. 221) 的 矢量 场 在 (yp,y) 平 面 上 如 图 4.4 
所 示 , 其 中 箭头 表示 工 增 大 的 方向 。 如 果 式 (4. 221) 的 积分 曲线 
绕 (g,y) 二 (0,0) 旋 转 , 那 么 式 (4. 221) 就 构成 了 对 式 (4. 199) 的 积 
分 曲线 的 一 组 控制 曲线 。 


-一 一 > (4.199) 4) D' 
yy | 


=—™(4,221) 


图 4.4 


关于 式 (4.221) 在 不 同 区 域 中 的 性 质 : 在 (1);、(3) 中式 
(4. 221) 为 


Ai 站 
(7)= | “| (4. 222) 
dz y A 首 y 
其 特征 根 为 
Ai 一) A 
人 “| = 和 妇 一 AAA 一 有 一 0 
As I A 
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Ai 士 VA; 十 44A;A; 
4 一 2 
在 (27@' (47@ 中 式 (4. 221) 为 
Ai Ai 
总 (中 = yl (4. 223) 
dz \As 0 /\y 
其 特征 根 为 
Ai 一 A; 加 
| A; | 一 人 Ai A， A; ee 0 
Ai 十 VAi 十 4A,，A; 
和 一 和 
在 (27@O“' 4)@O“ 中 式 (4. 221) 为 
dt zyfy 
= lx . )(9) (4. 224) 
其 特征 根 为 
pp A = 党 一 各 4 一 此 BR 三 必 
Rs 1 LA2 3 
ee: Ai + 4A;,A; 
2 
因为 
Be A:Ai RR AsA; a A:A; ee A, A; 


所 以 依 定理 4.4 条 件 @ 知 4 为 复数 。 

在 第 一 ,三 象限 内 式 (4. 222) 为 一 族 绕 原 点 的 螺 线 ,在 二 、 四 
象限 内 式 (4.223) 为 一 族 绕 原点 的 螺 线 ,在 (2)@'、(4)@' 内 式 
(4. 224) 为 一 族 绕 原点 的 螺 线 。 这 些 螺 线 在 g 轴 .yy 轴 及 直线 Aly 
十 A:y=0 上 连接 形成 一 族 新 的 螺 线 。 这 族 新 螺 线 构成 了 对 式 
(4. 199) 的 积分 曲线 的 控制 曲线 族 。 

下 面 分 析 两 种 情形 :一 种 是 式 (4. 199) 的 某 条 积分 曲线 进入 
四 个 象限 之 一 后 不 离开 该 象限 ,一 种 是 积分 曲线 进入 任何 象限 后 
离开 该 象限 。 

对 第 一 种 情况 ,因为 这 个 象限 由 式 (4. 221) 控 制 , 所 以 该 积分 
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曲线 就 停留 在 (0,0) 附 近 。 

对 于 第 二 种 情况 ,积分 曲线 或 停留 在 (0,0) 附 近 打 圈 或 逐渐 
离开 ,但 由 于 式 (4. 221) 的 螺 线 族 的 限制 ,因此 只 能 打 圈 地 离开 ， 
不 能 如 当 a 二 yw 时 那样 不 打 圈 地 离开 。 这 时 控制 曲线 式 (4. 221) 


增加 的 量 级 ,不 超过 exp (Aiz) ,其 也 可 以 作为 式 (4. 199) 的 控 


制 量 级 的 上 限 。 
注意 定理 4.4 的 条 件 (4) 不 能 削弱 。 因 为 若 w .az .os 为 常 
数 , 则 该 条 件 是 必要 的 。 
根据 式 (4. 220) 可 求 出 Al -As A; A; a 由 本 Ye (Xz) 为 2 
( 芝 ) 在 0x 二 2x 上 的 连续 函数 ,因此 有 最 大 值 , 最 小 值 
| 9 | 这 六 
可 以 看 出 az (zx) 为 y”(zx) 的 单调 递减 函数 , 即 


2 二 
az(z) = A|y 十 及 “而 一 | 


得 出 
AKC YY) A(y —Y) 
(yo 十 芋 汉 一 Q2 St < (yo 一 Y)? 一 CQ2 
取 
(mY Ra yo 
而 wz) 一 一 FIGCG 下 为 y"(z) 的 单 碱 函 数 ,有 
B B 
二 一 
(yo YY 二 colt) (yo —Y) 
取 
B se B 
A (yo CO— YY)? 多 (yo + Y)? 
记 a(z) 中 的 因子 
(0) _ [yo 村 到 3 《 云 ) ] —a? 
fly Cx | {[yo + yx) — a} 
因为 
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二 (CZ)] 
2[ yo yo (zx) {Ly ty (x) 十 3a? ee 
{Lyo 十 y0 (元 )] ma)}’ 
所 以 f 为 y” (z) 的 单调 果 数 ,得 
[yo 二 yx) 二 a a (yo CO—Y 十 好 

{[yo ty Cx) mma): [yO—Y)’—a’]j 

又 由 于 连续 蜗 数 存在 上 界 , 因 此 
— KAzV (r+Gzr) CK 


有 
[yt yr) ta 
et (0) he 
[Az™ (z) 十 CCz)] 人 下 二 
[yty (zx) Fta? (yo 一 Y)2 十 az 
人 {Ly Ty (x) —a’)} re 
于 是 置 
(yo 一 Y)2 十 @ 
Al K [L(yo — YY)? 一 CQ2 
这 样 定理 4.4 条 件 (4) 变 为 
K? (yo — YY): 二 a A 4AB 
[Le 一 了 一人] Cw FY)L (Cy 十 Y) 一 &2] 
(4. 225) 


式 (4. 225) 为 保证 特 解 (y (x) ,zx (x)) 附 近 的 解 在 其 附近 线圈 
的 定性 条 件 。 

定理 4.5 若 在 式 (4. 190) 中 A>0.B 一 0. 一 光 且 存 在 特 
解 (y0(z)yzo (z))、 十 yo (Xz) 之 a、|y (zx) | 三 Y, 则 有 式 
(4. 225) 保 证 (y (xz),z'”(x)) 附 近 的 解 或 停留 在 其 附近 或 当 将 
离开 它 时 必须 在 其 附近 以 绕 圈 的 方式 逐渐 离开 。 

定理 4. 5 的 物理 意义 是 : 当 到 之 WwW% 时 (y (xz),z”(x)) 是 不 
稳定 的 ,其 附近 的 解除 了 一 个 零 测 度 集合 上 的 解 外 都 与 它 远 离 ; 
当 a 二 yy 并 满足 式 (4. 225) 时 (yo CCz),z'o (zx)) 是 稳定 的 解 或 准 
稳 的 解 。 
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当 |Y| 志 yo 时 式 (4. 225 ) 为 
KK eg 僵 一 02) 
vA(C—B) wa 
符合 式 (4. 226) 即 可 确保 准 稳定 性 。 
定理 4.6 定理 4.5 中 考虑 非 线性 项 后 ,在 yo 十 y™ (x) 之 a 
及 式 (4. 225) 的 控制 下 ,周期 解 或 稳定 或 准 稳定 。 
”线性 密度 波 的 自治 解 有 G(Cz) = Csinpz, 而 弱 非 线性 密度 波 
解 就 是 线性 解 , 当 |y (zx) | 之 yo 时 近似 得 到 


(4. 226) 


yx) = Cycosbr (4. 227) 
2 x) = Csinke (4d, 228) 
这 里 
sy DC 
C; AB 十 如 (Cy = a2) (4. 229) 
Be . 
a (4. 230) 
对 |y™(zx) | 之 yo 要 求 |C; | 之 yo ,代入 系数 
2 
让 = 而 一 一 他 C= Fwm0y 
2 (人 231) 
5 yo 二 (QC— 0,) wsini 
1 Ky’ (2 | _Q 。 
se| 到 可 | (全 一 村 全] lt ls) || 
(4. 232 ) 
另外 ,由 于 
K=max{| Az'@ (xz) 十 GCz) |} =| AC 十 C | 


= b’ (yo—a’) | 


AB+h(y ma’) 
因此 式 (4. 226) 变 为 


二 政 一人) sm 一 (5) 
p<}K|( -ee) sn (SS) 
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2 


4 一 各) sn 一 (加 ) | (K) sin 
(4 一 此 ] simi (元 ) 
式 (4. 232) 确 保 |y”(z) | 之 yo，, 式 (4. 233) 确 保 准 稳 。 


对 于 普通 的 银河 系 ,如 果 恒 星 的 弥散 速度 a~30km/s, 那 么 
K 


Ko 1. sini 一 于 


0 


(4. 233) 


(2 | 人 人 
省 5 时 ,F<0. 27 就 可 以 保证 准 稳定 性 。 


4.8 统一 场 论 


统一 场 论 的 思想 源 于 爱 因 斯 坦 , 由 于 历史 的 局 限 性 ,因此 爱 
因 斯 坦 时 代 的 物理 学 家 不 可 能 完成 。 这 里 介绍 物理 学 家 关于 统 
一 场 论 早期 的 工作 ,了 解 统一 场 论 的 历史 沿革 。 

今 设 只 有 引力 与 无 电荷 的 电磁 力 , 于 是 麦克 斯 韦 能 量 -动量 
张 量 满足 下 式 ， 


灶 寺 和 (4. 234) 
i (4. 235) 
也 1 a J 
TT:= 二 (ToTe)8; (4. 236) 
若 引 力 场 方程 为 
Si 
R; sR ee C4 J 
并 对 指标 运算 ,利用 式 (4. 236), 则 
二 二 胡 (4. 237) 
导致 
Re (4. 238) 
依 式 (4. 238) 、 式 (4. 236)， 
Re Ry = ToReR® (4. 239) 
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几何 关系 式 (4. 239) . 式 (4. 237) 适 用 于 任何 以 散 度 为 零 的 麦克 斯 
韦 场 作 场 源 的 引力 场 。 但 尚 需 另 一 种 关系 保证 用 以 构成 TT,, 、R,, 


的 反对 称 张 量 满 足 麦克 斯 韦 方程 , 即 
(mR "Rs V—g 二 (ER; Vg ) 
RR ou yp 
(4. 240) 
事实 上 , 先 定义 电磁 场 张 量 F* 的 对 偶 张 量 ， 
“PF, — FérpF /Eg (4. 241) 
运算 e ?定义 为 
eIF,, = Fwcosg 十 'F。sing (4. 242) 
称 式 (4. 242) 构 成 了 已 .的 对 偶 旋转 ; 张 量 6 定义 为 
加 (4. 243) 


式 (4. 243) 相 当 于 对 偶 旋转 一 0 角 。 
适当 选择 9 可 得 到 比 下 更 简单 的 张 量 。 考 虑 不 变量 : 


二 Soeo = (Fascos0 —" Fugsing)’ 


一 于 FeFwcos20 一 SF “Fesin20 (4.244) 


方 6p 7 6 一 十 FeFwsin20 十 方 Foo' Fcos20 (4. 245) 


在 洛 仑 兹 系统 中 式 (4.244) 为 H 一 EF?、 式 (4.245) 为 2H，E, 而 
EH 为 与 &4 相 关联 的 电场 、 磁 场 。 取 9 使 式 (4. 245) 变 为 零 ,那么 
另 一 个 不 变量 为 


SI 


Sest" 一 (二 Fo“) 二 (这 Po P*) ] 
= 不 (RR )i (4. 246) 


&a 称 为 致 极 场 (extremal field) ,本 节 的 &g 均 为 致 极 场 ,任何 场 可 

借助 对 偶 旋转 、 标 量 因 子 由 &s 获 得 。 因 此 即使 给 定 了 源 于 麦克 斯 

韦 场 的 R,, 也 无 法 单 值 地 确定 麦克 斯 韦 场 ,但 是 可 以 将 该 场 确定 
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到 仅 差 一 个 对 偶 旋 转 及 一 个 常数 因子 。 如 先 以 &, 表 出 麦克 斯 韦 
方程 ,再 借助 R,, 写 成 &, 的 另 一 个 二 次 表达 式 , 终 据 此 式 推出 式 
(4. 240)。 麦 克 斯 韦 方 程 可 表示 成 


pe oo i i ON i i ON 
0= Fs= (者 十 多 和 二)cosg | ( 你 十 全 3 )sing 
(4. 247) 
vy vy # vy 90 下 其 y vy 90 
0=Fy=( 一 jo J in 一 亲 了)cosb 
(4. 248) 
整理 ， 
0 (4. 249) 
Ox 
“pvt 0 (4. 250) 
9x 
麦克 斯 韦 方程 满足 恒等式 
BP™ = Fe" Ee — TOF gb (4. 251) 
式 (4. 249) 乘 " 久 ,, 式 (4. 250) 乘 包 , ,用 式 (4. 251)， 
DO 2 名 6 十 名 (SE (4. 252) 


9 EE” 
引入 四 秩 张 量 :由 里 奇 张 量 构成 ,具有 黎 曼 张 量 的 对 称 性 。 依 


Es — (C—OR:+ OR: — Re 十 SR) (4.253) 


且 
Ess = 六 (Roy — Re%) (4. 254) 
通过 洛 仑 兹 系统 中 的 致 极 麦 克 斯 韦 张 量 知 
SEs, —— 6 —" Cp" Ere (4. 255) 


为 张 量 方程 。 可 以 证 明 


4 
ERB = (RR TC Bt Bp fs) Ch 366) 
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对 式 (4. 256)、 式 (4.255) 解 ee 
G6 ——B En — (RR EE (4.257) 
现 定义 张 量 Fo 为 
G 2 
FonEy =——6 6 (6 十 Sp* 结 ) (这) 


= ew (Rg — RE) Re EB 


一 ewwR* RY —g (4. 258) 
由 ,表示 T,, 的 关系 式 和 式 (4. 238) 引 致 式 (4. 246 ) : 
— Ge 二 (RR® )3 (4. 259) 


比较 式 (4. 259) . 式 (4.252) 知 , 式 (4. 252) 可 利用 里 奇 张 量 表示 为 
a0 _ emmRY YRW—g 


(4. 260) 
DTp 及 .Re 
因为 式 (4. 260) 为 标量 的 梯度 ,所 以 其 旋 度 为 零 , 即 式 (4. 240)， 
0,8 = 0,g 
4.9 引力 场 中 的 旋 量 
定义 满足 反对 易 关 系 
Wd Wy = Ziad (4. 261) 


的 yY 和 矩阵 场 ,TI 为 单位 矩阵 。 取 y 的 分 量 为 坐标 的 连续 函数 , 且 在 
坐标 变换 下 其 变换 如 一 个 矢量 。 对 于 旋转 变换 


( 旋 量 )#ww 王 S71( 旋 量 )jwo,S (4. 262) 
y 依 下 式 变换 
(ys = (RS (4. 263) 
旋 量 张 量 在 旋 量 变换 下 依 下 式 变 换 ， 
(人 (4. 264) 
为 构造 协 变 导 数 ,引进 4X4 辅助 矩阵 卫 ,由 式 (4. 261), 忆 可 由 关系 
入 站 一 (4. 265) 
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确定 到 只 差 一 个 单位 矩阵 的 倍数 。 若 一 个 量具 有 旋 量 变换 性 质 ， 
则 它 对 之 的 协 变 导 数 记 作 VY ,而 
V,(AB) = (V ,A)B+A(V ,B) 
jw = (V ,A)’ (4. 266) 
Vayy 宇 0 
这 里 * 表示 共 斩 转 置 矩 阵 。 利 用 狭义 相对 论 使 用 的 > 矩阵 线性 
组 合 7,, 并 有 


7 二 六 一 20, 
出 eb (4. 267) 
pA = Xi pA Yo 
由 于 应 用 四 维 标 架 系 统 , 因 此 借用 关系 
dz = atdY’ dX = dx (4. 268) 


在 每 个 点 引入 局 部 洛 仑 效 度 规 。 这 里 之 为 对 应 于 洛 仑 兹 度 规 的 
坐标 .x 为 广义 坐标 。 
守 合 式 (4. 261) 的 一 组 y 矩阵 为 


光一 部, (4. 269) 
对 式 (4. 265) 求 解 卫 ,得 
1 a a a ow 
r, — $8 (Sos Ts stal C4.270) 


a 为 任意 的 .S* 一 去 (Y 一 yr)。 如 果 采用 四 维 标 架 的 形式 系 


统 ,那么 旋 量 的 相似 变换 相当 于 四 维 标 架 的 洛 仑 兹 变换 ，。 
旋 量 y 的 协 变 导 数 为 


vy = Ty (4. 271) 
旋 量 张 量 ,的 协 变 导数 为 
VF ,= Fw Fl, = TF,, (4. 272) 
J 的 泡 利 共 纯 记 作 yy ,定义 为 : 
办 一 从 B (4. 273) 


其 中 8 为 埃 尔 米 特 矩阵 ,并 选择 之 使 iByv 也 是 埃 尔 米 特 矩 阵 。 在 
四 维 标 架 的 形式 系统 中 8=: X" 。 类 似 于 电流 密度 这 样 的 实 量 可 
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写成 


Cr= yr iyry (4. 274) 
在 引力 场 中 的 狄 拉克 方程 为 
Y*Vy 二 ky 二 0 (kk 为 常数 ) (4. 275) 


并 且 这 样 选择 工 , 的 任意 的 迹 ,使 之 可 将 四 维 势 的 效应 包括 在 内 ， 
式 (4. 275) 可 通过 变 分 原理 
| rvy+hyy YW— gd =0 (4. 276) 
获得 。 式 中 y 炒 各 自 独 立 变化 。 
【 例 4. 1〗 引力 场 中 的 麦克 斯 韦 方 程 。 
解 :电动 力学 的 拉 格 朗 日 密度 为 


Yu=— TFoF® + JA + © 
nT C 


式 中 4 为 带电 粒子 的 拉 格 朗 日 密度 ,J" 为 四 维 电 流 密度 。 先 考 
虑 洛 仑 效 度 规 , 场 张 量 F,, 源 于 四 维 势 A,, 即 
Es yy © 

四 维 势 的 分 量 可 当 作 式 四 的 场 变 量 。 用 场 张 量 与 四 维 电 流 密 度 
表示 的 麦克 斯 韦 方 程 为 
Py = Ep 四 
jp ,9Fys 9Epy 

Bp Axe ap 8 由 
将 式 四 代入 式 由 ,就 可 看 出 式 田 变 成 恒等式 , 它 是 按 式 @ 求 得 的 
任意 ,所 满足 的 ,因此 对 于 由 四 维 势 求 得 的 场 张 量 6 式 @ 构 成 了 
麦克 斯 韦 方程 的 全 部 内 容 。 


当 采 用 洛 仑 效 规范 
A = © 
将 式 四 代入 式 @, 得 
Ar” 一 一 和 J+ © 
式 @ 为 电动 力学 的 四 维 表达 。 
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今 推广 这 些 结果 于 任意 坐标 系 , 式 依然 成 立 , 式 @ 变 为 


= ye (@ 
式 @ 变 为 . 
了 一 Air 一 As 
由 于 F* 为 反对 称 张 量 ,利用 
Fg = 加 Fe/ gy @ 
推出 
1 4 
(Fwv 一 5) = SE] 
了 Es | 四 
式 @ 相 应 推广 为 
= ,= 0 


但 上 式 括号 中 的 量 为 一 个 关于 ye 反对 称 的 二 秩 张 量 ,又 利用 式 
@, 式 @ 在 任意 坐标 系 中 变 为 式 四 。 式 加 变 为 
A = (WW 
在 短程 线 坐 标 系 中 可 导出 
A I A'a = RA® 
将 上 式 用 于 式 @。 先 借助 A* ,该 式 表 成 
A = A 一 ug 
C 
再 降 标 y 并 由 A' 写 出 A ,最 后 由 式 @， 
As 一 下 -eo ny B 
式 3 为 式 @ 的 推广 。 


【 例 4.2】 引力 场 中 带电 粒子 运动 。 
解 : 带 有 电荷 e 的 粒子 的 作用 量 为 


[一 一 六 | 二 上 | Adz 0 
而 从 变 分 SI 王 0 得 到 
= 193 。 


dizxe ar: da 
—mcs|ds = mc| ( 3 十 下 多 下 )gwmdr’ ds © 
对 式 Q 的 第 二 项 ， 
£8|Adr = |8A,dzr 十 和 |AdGam) 
& € 


C 
=<|[d(Asar) 3rdA, +8Adr] ©® 


最 右 端的 被 积 函数 的 第 一 项 积分 为 零 , 因 在 线路 两 端 变 分 为 零 ; 
对 其 他 各 项 ， 
dA, = dz 6A, = dsr 
利用 式 @ , 命 式 @ 加 式 @ 为 零 ,最 后 升 高 Fs 的 一 个 指标 , 则 
dze dxze dx  e Fe d za 


多 ds ds xzac2 ”ds 由 
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5 量子 效应 


5.1 自 伴 算 子 


在 波动 力学 中 系统 的 状态 由 复 波 函数 描述 、 表 示 几 率 密度 
幅 。 因 为 几率 为 实数 且 可 归 一 化 ,所 以 此 波 函 数 模 的 平方 必 勒 贝 
格 可 积 。 实 轴 ( 一 ,co) 上 的 勒 贝 格 平方 可 积 函 数 y(x) 的 集合 
Ls( 一 吕 ,0o) 构 成 希 尔 伯 特 空间 , 即 完备 的 .定义 有 内 积 的 线性 矢 
量 空间 。 在 L (一 ce,co) 中 矢量 y(x)、p(zx) 的 内 积 定义 为 勒 贝 格 
积分 


‘gy18)=| yg)dz 
该 符号 与 狄 拉 克 左 、 右 失 量 相同 。 
满足 
cp ApS = | [3 


=| CD ng dz = (hy | $) ED 
那么 称 A 为 自 伴 算 子 。y(x)、$(x)E D(A); 而 A 的 D(A) 闭 包 
DD 为 
D(A) = Li(— 00,00) (5. 2) 
严格 地 讲 , 算 子 的 自 伴 性 是 指 其 对 称 性 。 

当 算 子 一 计 区 将 一 阶 可 导 函 数 作为 它 的 定义 域 时 它 就 不 是 
自 伴 的 。 因 为 量子 力学 中 的 对 称 算 子 的 定义 可 以 拓展 ,所 以 其 中 
的 非 自 伴 算 子 可 变 为 自 伴 算 子 。 

就 每 个 具有 纯 离 散 谱 的 自 伴 算 子 A 而 言 ,存在 一 个 正 交 归 一 
的 本 征 矢 量 集 {$i (x)})。 其 本 征 值 Uk 为 实数 ， 
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Ag (zx) = arpr (I) pe (XI) EE D(A) 
并 使 希 尔 伯 特 空间 L; (一 cc,co) 中 的 任意 矢量 y(x) 可 依 之 展开 ， 


px) = >) Capi lx) 
大 


C=| gr yr) dz 
其 正 交 归 一 性 可 表 为 
($e | $;) = 0m $e (Tp; Tdr = Oe 


但 是 量子 力学 中 的 许多 自 伴 算 子 并 非 纯 离散 谱 。 
若 对 于 自 伴 算 子 A 存在 一 个 “正规 ”本 征 矢量 集合 {$i (zx))， 
其 本 征 值 a 为 实数 , 则 
(Agi) (rz) = agilr) $7x) E D(A) 《5. 3 
当然 也 存在 一 个 “不 正规 ?本 征 矢量 集合 {8%(CA;z)} ,其 本 征 值 a(2) 
也 为 实数 
A$ A;T) = a $A;T) (5. 4) 
$A;Z) 针 Ls( 一 00,c0) ,而且 使 希 尔 伯 特 空 间 L (一 co,ce) 中 的 
任意 矢量 按 它 展 开 ， 


Jaz) = DC + CO Gas Td Ca. 8 
k 
于 是 称 A 为 可 观察 量 , 这 里 
G=| Wp) dz (5. 6) 
CW =| $° Asner)dz (5.7) 


在 物理 中 称 w 为 属于 A 的 谱 中 的 离散 部 分 ,a(4) 属 于 连续 部 分 
氨 原 子 的 哈密 顿 函 数 对 于 束缚 态 有 离散 谱 ,对 于 电离 态 有 连续 谱 。 

由 于 不 正规 矢量 不 能 平方 可 积 ,因此 应 拓展 A 定义 ,使 A 对 
不 正规 本 征 矢量 的 运算 有 意义 。 当 y 与 正规 本 征 矢量 $,(x) 作 内 
积 时 ,利用 式 (5. 5) 


0 = 也 c [| Cpr) dr— 6 | 
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+|co [| ge gr)dz |da (5. 8) 
当 取 Wz) 与 不 正规 本 征 矢量 &0h;z) 的 “内 积 "时 ,应 用 式 (5. 5)， 
0 = [| _ 加 Qsz) g(r)dz | 


+|cad[| g° Qsz)g0’ ;zdz—o0—X) |da’ (5. 9) 
式 中 6 一) 为 狄 拉 克 函 数 , 且 
6Q—4)=0 QZX) 
| caoasa 一 id = CO (5. 10) 


其 中 CO ) 为 在 ， 的 某 个 邻 域内 的 连续 函数 。 因 为 式 (5.8) 、 式 
(5. 9) 对 任意 CCA) .Cr 均 成 立 , 所 以 


| $e (TIBi (TI dT = On (5. 11) 
| $” CASTI$OA ;rT) dr = (AC—X) (5. 12) 
| br (MRA;T)dT=0 C5. 13) 


这 些 等 式 恰 是 所 有 正规 和 不 正规 本 征 矢量 (8. (zx),$(4;7x)) 的 集 
合 所 满足 的 正 交 归 一 化 条 件 。 若 量子 物理 中 的 自 伴 算 子 为 可 观 
察 量 , 则 可 以 应 用 本 征 函数 展开 的 一 般 定理 。 

利用 傅 里 叶 分 析 可 以 保证 任意 y(x) EL( 一 oo,oo) 用 不 正 
规 本 征 矢量 (Aiz) 一 - 亡 -exp( 认 7) 依 下 列 方式 展开 ， 

ey -二 | COWepGikr) 

这 里 lim* 指 的 是 此 不 正规 积分 需 作为 平均 值 极限 来 积分 。 

在 薛 定 谓 方程 中 势能 具有 修 匀 效 应 , 它 使 总 哈密 顿 函数 通常 
既 有 正规 本 征 矢量 又 有 不 正规 本 征 矢量 。 上 述 分 析 确 定 了 量子 
物理 中 的 自 伴 算 子 在 一 个 正 交 归 一 基 中 的 可 对 角 化 。 按 照 本 征 
函数 的 展开 性 质 称 之 构成 一 个 完备 集 。 
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5.2 量子 力学 假设 


(1) 对 于 由 点 粒子 构成 的 系统 ,其 状态 由 复 波 函 数 y(x, 四 完 
全 确定 ,将 它 解 释 为 几率 密度 幅 是 指 当 
| yx,t) [dz 
表示 在 1 时刻 测量 粒子 位 置 时 ,粒子 处 于 x 一 x 十 dx 区 间 的 几率 。 
因为 全 部 几率 为 1, 所 以 有 归 一 化 条 件 


| | yz,0) 1 dz 一 1 (5. 14) 


(2) 在 (1) 中 所 述 系统 的 可 能 状态 构成 集合 L (一 ce,co) , 它 
由 定义 在 (一 ,co) 上 的 可 归 一 化 的 所 有 平方 可 积 函 数组 成 。 
依 (2) 知 线性 迭 加 定理 :系统 在 1 时刻 ,两 个 可 能 状态 的 任意 
归 一 化 线性 组 合 也 是 该 系统 在 时 刻 1 的 可 能 状态 。 取 内 (x, 人)、 
J (zx, 四 作 运 动 学 上 的 可 能 状态 ,车 对 复数 C1 .C; 有 
| Ci | 十 |C | 一] (5. 15) 
则 
Ja (X11) = Cign xt) Cog x,1) (5. 16) 
是 运动 学 上 的 可 能 状态 。 
(3) 有 关系 统 的 所 有 可 能 信息 都 包含 在 波 函 数 中 ,可 以 通过 
一 组 适当 的 线性 自 伴 算 子 将 其 提取 出 来 。 设 系统 处 于 状态 y(z， 
1) ,对 其 进行 由 算 子 A 表示 的 物理 量 的 测量 ,得 到 w 值 的 几率 为 
|1Ci | ,这 里 a 为 A 对 应 于 本 征 函 数 8 (xz) 在 离散 谱 中 的 本 征 值 
Ag$i (XT) = argr lx) (5 17) 
而 Gi 为 A 在 t 时 刻 的 本 征 函 数 展开 y(z) 的 系数 
zt) = DCigilz) + |CO$GQ3D) (5. 18) 
类 似 地 ,对 A 的 测量 得 到 连续 谱 中 从 a (2) 到 a 十 叹 ) 的 值 的 几 
率 为 |C(2)|?, 这 里 a(X) 为 A 对 应 于 不 正规 本 征 函 数 y(,z) 的 本 
征 值 
Ag A;7) = a(A) $A;T) (5. 19) 
C() 表 示 VCz) 在 上 时 刻 的 展开 式 (5.18) 中 %(CA;z) 前 的 展开 
。198 。 


第 (3) 表 明 处 于 自 伴 算 子 A 的 一 个 给 定 的 不 正规 态 中 的 几率 
应 为 零 。 因 此 由 (2) ,不 正规 本 征 矢量 不 是 系统 的 可 能 状态 。 
对 于 全 同系 统 的 大 量 同时 测量 ,平均 值 ( 期 望 值 )《P) 为 


(P=2) 1G la 十 | 1CGQ) |2aCA)d) 
k 


=| $$° (zdPy(z,D dz (5. 20) 


(4) 仿 效 经 典 力学 中 的 哈密 顿 形式 ,在 量子 力学 中 表示 动力 
学 量 的 算 子 为 以 下 基本 位 置 算 子 和 动量 算 子 的 自 伴 算 子 函数 


5 二 【区 挛 和 (5. 21) 

pop 二 一 读 3 (5. 22) 
有 完备 的 本 征 函数 集 ,也 就 是 可 观察 量 ; 式 中 约 化 普 朗 克 常 数 站 一 
让 (为 普 朗 克 常 数 )。 


式 (5. 22) 中 的 动量 算 子 p( 省 略 下 标 ) 形 式 如 下 推定 : 德 布 罗 
J (XL) = a (5 23 
对 应 于 以 不 变动 量 运 动 的 自由 粒子 ,而 hw Ca 为 常 振幅 )。 
依 (3) , 德 布 罗 意 波 为 动量 算 子 的 不 正规 本 征 函 数 ， 


一 谢 aexp[i(kr 一 0)] = fikaexp[li(kr—wt)| (5.24) 
德 布 罗 意 波 的 动能 算 子 T= 人 -的 本 征 函数 为 


2 2 
Ta expLi(kx — wt) | 一 一 站 Liaexp[i(kz — wt)] 


= aexp[i(kz 一 i)] {B20) 


若 势能 V(z) 只 与 粒子 位 置 有 关 , 则 哈密 顿 算 子 由 


i a 类 2? 
B= Mp = THY (5. 26) 
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给 出 。 为 方便 讨论 ,将 哈密 顿 永 数 仍 记 作 互 。 
平面 波 aexpLi(kzx 一 wt) | 为 动量 算 子 的 不 正规 本 征 矢量 ， 
因为 其 非 勒 贝 格 平方 可 积 。 不 正规 本 征 和 撩 量 的 归 一 化 条 件 
给 出 
14a|= 辫 
依 (2) 知 在 数学 意义 下 ,不 可 能 把 这 种 函数 解释 为 表示 系统 的 可 
能 状态 ;在 物理 意义 下 这 种 复杂 性 没有 实际 的 重要 性 。 
在 数学 上 ,两 个 自 伴 算 子 具 有 共同 的 本 征 栅 数 完 备 集 的 充 要 
条 件 是 其 可 以 对 易 。 将 算 子 A、B 的 对 易 子 记 作 LA,BJ=AB 一 
BA。 如 果 两 个 自 伴 算 子 的 对 易 子 不 为 零 , 那 么 它们 可 能 有 共同 
的 本 征 函 数 ,但 不 构成 完备 集 。 
算 子 x、p 不 对 易 , 因 为 
[sD] 二 诡 赤 四 (5. 27) 
于 是 它们 没有 共同 的 本 征 函数 完备 集 。 事 实 上 ,它们 没有 任何 共 
同 的 本 征 函 数 。 因 为 若 其 存在 一 个 共同 的 本 征 函 数 y(x) , 即 
zy(z) = ayg lz) 
PYX) = by (rx) 
则 据 此 导出 


Jz) 一 言 [z,p]Y(x) = Yl) Pz) = 
所 以 一 个 系统 不 可 能 在 同一 时 刻 处 于 确定 的 位 置 和 确定 的 动量 
的 状态 ,这 就 是 海 森 堡 测 不 准 原理 ArAp>> 也 下 
(5) 量 子 系统 的 动力 学 由 薛 定 廖 方程 
Hy (xs) 一 该 号 %(z (5. 28) 


确定 。 
如 果 已 知 系统 在 4 时 的 状态 ,那么 理论 上 可 以 通过 积分 薛 定 
记 方 程 获得 此 后 在 t 时 的 状态 。 将 wz 在 加 时 展开 ， 
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9 
Hert) =Kzt) + (FE) a 


一 ] 一 


命 At 二 1 一 to 且 依 r* 一 2(AD) 给 出 某 个 有 限 间隔 rb 为 大 整数 ) ,于 
是 有 


Ylzstot 7) =lim(1— 译 H) yCzyo) = Wzvt)exp( 一 全 


Hy 十 … (5..20) 


(3. 80 
算 子 
U(7) = exp(— 户 ) (5 31 


U(zr) 为 么 正 算 子 , 称 为 系统 的 时 间 演 化 (平移 ) 算 子 。 
在 式 (1.29) 中 , 阁 取 4 二 0 为 时 间 标 度 , 则 系统 在 任意 状态 
zt 的 时 间 演 化 由 下 式 表 出 


yx,1) = yx,0)exp(— 3) (C9532) 


同样 可 用 能 量 本 征 函 数 的 完备 集 展开 y(z,0) 二 y(x), 这 里 A= 惠 
为 哈密 顿 算 子 ,ai 一 Ei、a(X) 一 EE(X) 为 离散 的 ,连续 的 能 量 本 征 
值 ; 式 (5. 29) 的 形式 为 


yr,1) = 3 Cape (x)exp(— Tu) 
下 


二 |casaizexp[ 一 dh 


故 已 知 能 量 本 征 值 谱 以 及 在 :一 0 时 的 展开 系数 ,就 可 完全 确定 此 
后 t 时 刻 的 演化 状态 y(z,)。 


5.3 ” 惩 阵 力学 


取 办 (z) 为 某 个 适当 的 自 伴 算 子 W 的 完备 正 交 归 一 函数 集 ， 
其 本 征 值 Wk, 


| 


Wo$a(x) = wa(z) (5. 34) 
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取 yl(x) 为 描述 系统 的 某 个 特定 状态 的 海 森 堡 “ 波 函数 ”、 取 B 为 
对 应 于 某 个 动力 学 的 线性 算 子 。 设 B 对 y(z) 的 作用 给 出 量子 
态 9， 
By(zx) = 2(7) (5. 35) 
将 %z)、 驱 z) 以 完备 集合 (x) 展 开 ， 
Yr) = > Cigrlz) 


人 =| 并 (rp x) dz 


Mz) = Dajgi (2) 


a; =| #7 KC)dz C5. 36) 
代入 式 (5. 35) 
Daigi(z) = DCBpa(z) C5. 7) 
J 
以 此 (zx) 乘 并 积分 ,得 到 和 矩阵 方程 
Ce (5. 38) 
人 
bs =| $7 (1) BpiC) dz (5. 39) 
称 算 子 B 为 表象 $.(7x) 中 的 矩阵 元 。 而 
Ul bu br 03 | fa 
bo bo bys 
U2 es 21 22 23 C2 (5. 40) 
U3 ba ba bs | |c 


可 以 证 明 : 若 线性 微分 算 子 的 相继 作用 以 矩阵 表述 , 则 可 采用 算 
阵 乘法 。 在 薛 定 刘 理 论 中 当 有 算 子 关系 及 二 BG 时 可 用 海 森 堡 
表达 
hi = bug (5. 41) 
这 里 互 `G 的 矩阵 元 定义 完全 类 似 于 B 的 矩阵 元 。 关 系 式 2 二 By 
表达 为 
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ID=B|y (5. 42) 
式 中 |2)、1y) 这 类 矢量 称 为 右 矢量, 其 复 共 轿 量 称 为 左 矢 量 。 在 
希 尔 伯 特 空间 中 标 积 对 应 于 封闭 的 括号 。 如 


g 
[办 二 | (2 一 (人 a a *) 


C3 


于 是 
《9 | Wh = > es 一 (QT ad as 2 
k 


=| Cyn) dz (5. 43) 


若 考察 某 个 动力 学 算 子 G 在 系统 的 两 个 态 2(z)、y(x) 之 间 
更 一 般 的 “矩阵 元 ”, 则 
‘|GIYy = pie ($e |G1%) = Zaicigs (5. 44) 
称 这 种 矩阵 元 为 跃迁 矩 阵 元 。 这 里 算 子 G 使 | 人 变 到 19。 当 G 
为 哈密 顿 算 子 中 的 微 扰 项 时 路 迁 几 率 正比 于 | 21G1y) |。 
事实 上 ,矩阵 力学 等 价 于 波动 力学 。 
一 维 谐振 子 的 醉 定 证 方程 为 
0 
2m gz 
式 中 左 端 的 第 一 项 为 动能 .第 二 项 为 势能 。 对 有 确定 能 量 玉 的 解 
而 言 ,以 


了 As jay 
二 计生 jyzDD 一 庄 (5. 45) 


v= yz)exp(— 2 ] (5. 46) 
本 大 0 de 
一 起 2 十 + 3hr’ ]Wz,D) = Ey(z) (5. 47) 
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谐振 子 的 可 能 本 征 值 对 应 于 武 (5. 47) 的 平方 可 积 的 解 。 为 方便 ， 
将 经 典 频 率 写成 一、/ 世 并 引进 无 量 纲 长 度 $. 能 量 4， 


一 江 一 /上 
E 和 pAhwo 时 A oe 
通过 这 些 代 换 , 式 (5. 45) 变 为 
s+ QA—é)y=0 (5. 48) 
式 (5. 48) 的 级 数 解 为 
| 1 2 
yn (ZX) ri?( 5 € ) (9 (5. 49) 


式 中 为 非 负 整数 ; 瓦 ,(6) 为 埃 尔 米 特 多 项 式 , 前 四 项 为 
Ho=1 万 一 4 一 2 
Hi=2€ H:= 8&—12é 

与 加 相应 的 第 n 十 1 个 能 级 的 本 征 值 为 


到 一 (n 十 去 )howo 


因此 能 级 从 基态 能 量 广 fun 开始 ,间隔 是 均匀 的 。y (zx) 构成 


完备 正 交 归 一 集合 ;满足 相同 边界 条 件 的 任意 函数 可 用 它们 
展开 ， 


fx) = Dc (7) 


二 = Cn 上 
总 i (3 §* )H,(8) (5. 50) 
= 
Gr 全 flz)exp(— 36°)H, (Odz (8..51) 
且 
| pe) (dz = i (5..52) 


利用 谐振 子 作 基础 给 出 任意 动力 学 算 子 的 矩阵 表示 。 埃 尔 米 特 
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多 项 式 的 递 推 关系 为 
Hn — 2éH,++2nH, ,=0 (5. 53) 
位 置 算 子 z 的 矩阵 元 为 
‘gh [rl yn) =in|zr|m) 


re i ww / ower ) 


(5. 54) 


动量 算 子 p= 一 访 区 的 矩阵 元 为 
(pr | pl ym) =n|plm) 


一 Z Vfimewo [二 es 本) 2 了 Se ) 


(5. 55) 
区 吕 注 
g 光 而 0 
到 二 J (5. 56) 
“00 ,人 她 
0 —Vl 0 0 
Vl 0 一 V2 0 
pi 0 0 一休 | (5.57) 
0 0 3 0 


不 难 验 证 若 使 用 x+、p 的 矩阵 , 则 可 得 到 哈密 顿 算 子 的 矩阵 
1 


lL 


2m 


H 


加 十 到 kz 一 六 oo| 5 (5. 58) 
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式 (5.58) 中 的 矩阵 为 对 角 型 ,这 是 由 于 利用 了 互 的 本 征 函 数 作 
为 矩阵 表示 的 基 。 

考虑 偶 极 矩 算 子 ez, 其中。 为 振动 粒子 电荷 .zx 为 位 置 变量 。 
从 式 (5. 56) 知 跃迁 只 发 生 在 彼此 相差 一 个 振动 量子 i 的 状态 
之 间 ; 对 于 偶 极 矩 跃迁 ,产生 了 选择 法 则 ”>? 士 1。 


5.4 结构 性 粒子 


结构 性 粒子 指 具 有 内 部 构造 的 粒子 .。“ 宇 称 ” 属 于 内 部 结构 
的 性 质 , 它 是 指 在 空间 中 某 点 的 波 函 数 在 坐标 反 演 下 的 行为 , 即 
从 右手 系 变 为 左手 系 或 反之 。 因 为 在 量子 力学 中 只 有 波 函 数 的 
模 平 方 是 可 观察 的 ,所 以 波 函 数 成 为 真 标量 场 
JTWCrDD = y(— r,t) (5. 59) 
或 为 伪 标 量 场 
Iy (r,t) =— yg(— ,1) (5. 60) 
式 中 了 为 反 演算 子 。e 粒子 是 标量 .x 介子 是 伪 标量 类 。 可 以 说 宇 
称 量子 数 士 1 为 量子 力学 中 的 纯 几 何 性 质 。 当 然 基本 粒子 的 自 
旋 、 电 和 蓓 . 磁 矩 .同位 旋 、 奇 异 数 等 内 店 性 质 可 能 有 、 可 能 没有 纯 几 
何 意 义 。 
本 节 利 用 非 相 对 论 性 量子 力学 研究 角 动 量 ( 自 旋 ) ,并 将 其 作 
为 与 内 豪 结 构 有 关 的 仅 有 的 量子 性 质 。 在 经 典 力 学 中 ,能 量 可 分 
成 与 质心 相关 的 以 及 与 内 齐 动 力学 相关 的 两 部 分 ;作为 类 比 ,这 
里 假定 哈密 顿 算 子 可 表示 成 


2 
站 三 卫生 天 三 | vitvn tH (5. 61) 


式 中 V(r) 为 外 界 加 入 的 势能 ; Hi; 仅 与 内 计 变 量 有 关 。 今 用 t+ 表 
示 内 豪 变量 的 全 体 , 从 分 离 成 内 、 外 两 部 分 线性 性 质 出 发 , 若 取 解 
的 形式 为 


YT»L) = $7) A) C5. 82) 
则 显然 与 时 间 无 关 的 莅 定 汕 方程 为 
Hy= Ey 
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以 少 除 之 ， 
1 li oy 
wlHe$ tHE=E (5. 63) 


因为 上 式 左边 第 一 项 只 与 独立 变量 r+ 有 关 、 第 二 项 只 与 独立 变量 
rt 有 关 , 且 为 常数 ,所 以 断言 :每 一 项 等 于 一 个 常数 ,有 
H;2 = ey (5. 64) 


= 起 2HV) = (Ee)y (5. 65) 
式 中 为 内 计 能 


在 电子 的 非 相 对 论 性 理论 中 ,与 量子 数 S 一 二 ,总 自 旋 角 动量 
VSCST1h,z 分 量 S. 一 士 序 对 应 的 两 个 自 旋 态 是 内 课 波 函数 
$(7) 的 两 个 能 量 简 并 态 , 即 自 旋 向 上 态 疗 (3) 一 ae(z) 和 自 旋 向 下 
态 遇 (3) 一 PCr)。 在 角 动量 量子 理论 中 已 知 动力 学 自 旋 算 子 S 
的 分 量 有 关系 

LS.,S,] = 讨 S。 (包括 循环 置换 ) 
且 

[S’:,S,]=[S’,S,]= [LS’,S.]=0 (5. 66) 
注意 S'S; 十 S; 十 Si。 于 是 在 自 施 空间 中 对 易 算 子 的 最 大 集合 
可 取 为 S*、S., 它 们 可 以 有 共同 的 本 征 函 数 $， 


S 时 ( 地 ) 一 十 ( 志 十 1 起 由 (法 ) 


(5. 67) 
:$4( 寺 ) 一 十 了 有 8( 寺 
当 用 狄 拉克 符号 时 
| 本， 六 了 和 
上 | 上 (于 十 了 | 去, 二 去》 
J sy (5. 68) 
襄 | 等 ,二 者》 汪汪 | 雪 , 王 可》 
当 用 泡 利 自 旋 和 矩阵 c 时 
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S 全 加 0 1 
一 了 ja = 名 | 
s QO = 
= hoy dp 
让 (5. 69) 
a 
2 0 一 1 
3 1 | 
S’ 一 二 让 
4 二 
以 及 依 
1 0 
2 | 访 二 
3 二 -直人 


表示 的 自 旋 向 上 态 、 自 旋 向 下 态 ,可 以 得 到 算 子 方程 式 (5. 68) 的 
一 个 实现 。 电 子 任意 自 旋 态 可 由 和 矩阵 

1 

0 


(5.71 


a 


表述 ,其 中 |a| 十 | 一 1。 
更 一 般 地 , 自 旋 为 S 的 粒子 由 一 个 有 2S 十 1 个 分 量 的 波 清 数 
描述 ,其 由 乘积 函数 
$r) Ysms on) 


线性 组 合 表 示 , 式 中 Ms 二 S$S、.S 一 1、…、 一 S 十 1、 一 S$; 同样 可 用 


2S 十 1 维 矢 量 空间 的 基 矢 量 表 示 : 
. 0 
0 hl 
2scs) = : Qss1) = | 0 |…2scs = : (5.72) 
0 : 0 
0 0 1 


尽管 此 处 的 自 旋 算 子 仍然 满足 电子 自 旋 应 满足 的 量子 对 易 关 系 ， 
但 是 对 应 于 这 些 算 子 的 矩阵 将 是 2S 十 1 维 方 阵 。 


* 208 。 


5.5 量子 化 轨道 角 动 量 
对 于 酝 定 刘 方 程 
[- 专 VV |wr) = (EOy= Ey (5.73) 


这 里 上 为 电子 质心 运动 的 能 量 ,也 就 是 总 能 量 与 内 襄 能 量 的 差 ， 
V(r) 为 电子 在 氢 原 子 中 受到 的 中 心 场 。 将 乘积 函数 


J = RryY th (5. 74) 
代入 式 (5. 73) ,并 除 RY 得 到 径 向 方程 

六 志 dR 2m Ss _A 

让 时 (学 + 加 人 一 YoD] 入 }jR=0 (5.75) 


角 方 程 
LY(0,y) = XY(0,y) (5.76) 
而 为 角 动 量 算 子 的 平方 
2 i ey ] 32 
i [sg 10 (si 6)+ sg 3g | (5. 77) 
通过 自 伴 矢量 算 子 


L=rXp =—iirXVY (5. 78) 
用 球 坐 标 及 L* 二 L* 工 推出 式 (5. 78)。 

利用 平方 可 积 以 及 几率 密度 应 为 单 值 连续 函数 的 条 件 , 有 本 
征 解 


i 二 "2! Cll rm | )! pj ( asd) expt np) 


4r (+|m 1)! 
(5 79¥ 
其 满足 
BD =L(L 二 1) RY,, 
3 (5. 80) 
1 二 让 3 这 mi Y,,, 


式 中 已 将 = 选 作 量子 轴 、P,” 为 标准 的 连带 勒 让 德 多 项 式 、Y, 在 
单位 球面 上 组 成 完备 的 正 交 归 一 集合 ;/ 为 非 负 整数 、m 王 1,/ 一 1， 


a 


“ LOY ， 


满足 相同 边界 条 件 和 正则 条 件 的 角 函 数 (0,y) 与 Y。(0,y) 


ec ‘ 
f (0,y) = Sgn Yn (0,0) 《5: 81) 


b=0 m=—/ 
2r n 
gom 一 | dg] Yi, (0 /C0 sin0d (5.82) 
式 (5. 68) 为 由 YY 的 正 交 归 一 性 获得 ， 


| vs (0 0) Ym 《0， 1) singd0dy = Ow nm (5. 83) 
若 以 本 征 函 数 yw 为 矩阵 表象 的 基 , 则 尽管 L? 、L, 已 对 角 化 。 如 
0 
2 
2 
6 
三 一 大 和 
6 
6 
6 
6 
0 
1 
0 
= 
B20 l (5. 84) 
0 
el 
过 
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但 是 由 于 二 、L,;、L; 不 对 易 , 因 此 在 该 表象 中 它们 并 未 对 角 化 ,不 
难 验证 算 子 组 合 Li = 克 , 士 谍 ,, 即 上 升 、 下 降 算 子 符合 关系 

(Lis tiL,)Y, = V1)—m(m+t 1) HY (5.85) 
这 样 在 与 它们 对 应 的 矩阵 中 ,除了 直接 在 对 角 上 的 和 矩阵 元 不 为 零 
外 ,其 他 的 矩阵 元 为 零 。 
5.6 ”转动 算 子 的 群 表示 


设 参考 系 绕 = 轴 转 动 Ag, 定 义 角 0 二 0、$ 一 上 一 Ag ,而 级 数 
f (0,8) 一 Cg, 十 Ag) 


一 伍 十 部 世 )7(0.9) 十 … 


二 有 (5. 86) 
若 通 过 个 此 种 相继 的 转动 实现 $. 王 nA 的 有 限 转 动 , 则 


R.($.)f(0,8) =lim(1+ OL. f (0,$) 
no0 n 


=exp (PL. )f(0,8) = pO 


式 中 的 指数 映射 为 么 正 算 子 , 它 用 原 变 量 9、# 表示 f (90,8)。 当 
记 转 动 a、 转 角 |a| 、 转 轴 & 时 式 (5. 87) 推 广 成 

Ra) /60,8) = exp (i 2 )f 0,8) (5. 88) 
由 于 & 包括 了 一 切 可 能 的 转动 轴 , 因 此 算 子 Rao) 给 出 了 转动 群 
的 一 个 实现 。 据 此 ,通过 选择 基 函 数 集合 且 将 指数 算 子 尺 (c) 用 
和 矩阵 表示 ,从 而 构成 转动 群 的 矩阵 表示 。 

依 Y (0,$) 组 成 的 集合 是 基 范 数 的 自然 选择 。 注 意 到 LL? 与 
L,、L,、L; 对 易 , 所 以 与 L、R(a) 也 对 易 ;表明 L? 与 所 有 群 算 子 对 
易 , 称 之 为 卡 塞 米尔 算 子 。 该 算 子 的 本 征 值 可 用 标记 转动 群 的 不 
可 约 表示 。 但 是 L* 的 本 征 值 为 (i 十 1) 大 ,其 中 /为 角 动量 量子 
数 ,为 非 负 整数 ,于 是 SO(3) 的 不 可 约 表 示 恰 好 由 对 应 于 在 式 


“ whl 半 


(5. 85) 式 (5. 84) 中 的 取 固 定 的 /1 值 ,又 依 式 (5. 88) 中 R(@) 的 定 
义 由 指数 映射 给 出 的 = 矩阵 组 成 。 

对 于 /二 0,L, 是 一 维 零 矩 阵 .L+ 也 是 零 矩 阵 ; 对 于 /二 1, 得 到 
三 维 不 可 约 表示 ,其 行 、 列 可 用 量子 数 m 二 1.0. 一 1 标注。 这样 
L; 、L,、Li 十 iL 和 矩阵 均 由 式 (5. 85) 求 得 。 若 取 


1 0 0 
za 一 |0 Yu = 1 Yi = | 
0 0 1 
则 对 /二 1， 
1 0 几 Ll © 0 
天 一 2 不 |0 1 0 [== 衣 |@@ 0 | 
oO ol 0 0 一 1 
0 vV2 0 0 0 0 
Li=#lo 0 vi| 工 -一直 V2 0 ， (5. 89) 
@ 0 ‘0 0 wo 
因为 
1 
LeYu=0 Yo -a 人 
0 


所 以 有 上 升 算 子 、 下 降 算 子 之 名 。 
虽然 上 述 结论 是 从 质心 运动 的 醉 定 证 方程 的 角 部 分 获得 的 ， 
可 是 这 些 结果 具有 一 定 的 普遍 性 ,而 且 可 以 严格 地 从 自 伴 角 动 量 
算 子 的 下 列 对 易 关 系 
[JJ 三 夸 J， (a、B.Y 为 1,2,3 的 循环 ) (5. 90) 
以 及 
并 二 并 十 及 和 十 并 (5. 91) 
导出 。 注 意 这 里 使 用 J 而 非 工 ,是 为 说 明 该 结果 能 够 用 于 任意 角 
动量 ,无论 是 轨道 的 . 自 旋 的 还 是 总 角 动 量 。 所 需 步 又 概括 为 : 
(1) 对 易 关 系 
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[J sd =0 
LJ J4j = 士 有 J] (5. 92) 
La] 一 2 。 
用 |j,m) 表 示 J*、J: 未 知 的 共同 本 征 函 数 ,而 j、m 待定 。 但 是 
J | jm) = on | j,m) 
下 | 入耳》 二 六 | fm) 
式 中 mw 为 适当 的 本 征 值 。 
(2) 定 义 态 


(8.93) 


| jm)+ = J+| jm) 
于 是 由 、/ 的 对 易 性 ， 
f° | jm = J jm) = J | jm) = A | jm): (5.94) 
因而 |jm): 、|jm) 关 于 ?的 本 征 值 相同 。 
(3 关系 = 1 
J: | jm)+=J +| jm) 

=(J+ J [LJ]) | jim) 

一 下 (7 十 1) | jm): (5 95) 
表明 |jm) 为 /. 的 本 征 态 ,可 其 本 征 值 或 上 升 或 下 降 天 ,或 为 零 态 。 
(4) 关 系 - 2 

太太 一 Ge 干 厅 5 允 J 十 可 六 一 及 十 天 十 [Lo 
一 三 十 用 士 末 -三 太 一 天干 厅 。 (5. 96) 
(5) |7zz)+ 长 度 平方 
rm | jm)+= Cm | 大 | jm) 
一 (jz | 天 一 天 土 坷 。 | jm) 
二 大 Aj; 一 mw 干 m) 
(jm | jm) = 二 央 (Aj; 一 mi 干 m) (5. 97) 
式 中 利用 了 |jm) 的 归 一 化 假定 。 
基于 上 述 分 析 知 为 宇 m 十 m, 因 此 必 有 最 大 值 m、 最 小 值 
m,。 经 过 反复 使 1 ;作用 于 状态 |jm), 得 到 一 系列 状态 ,而 
m 为 
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770. , 772。 -十 ，…… ,mM 
故 mv 一 mm, 十 2 (7 为 整数 ) 。 
(6) 设 |jm) 二 0 和 J-|jm,) 二 0 
计算 这 些 长 度 , 有 
Aij—m(lm+1)=0 (5. 98) 
Aj—m(m, 二 1)=0 
当 把 该 结果 与 (5) 的 结果 结合 时 三 j (j 十 1),j 为 非 负 整数 或 非 
负 半 整 数 。 于 是 J* 可 能 的 本 征 值 为 jG 十 1D 姑 ;j 一 0, 记 , 名 这， 
… 以 及 对 给 定 的 j、m 取 值 为 j ,一 1,j 一 2,…, 一 Jj。 
当然 轨道 角 动 量 只 用 整数 的 六 具 有 内 豪 结构 的 粒子 (如 电子 


有 自 旋 ) 只 用 半 整 数 的 7, 甚至 可 作为 和 经 典 力学 的 刚体 转动 相应 
的 量子 情况 。 


5.7 多 粒子 系统 


设 有 无 相互 作用 的 自由 点 粒子 。 暂 不 计 统 计 性 ,只 考虑 波 函 
数 结构 。 
在 多 粒子 系统 的 量子 力学 中 , 波 也 数 视 为 多 粒子 几率 幅 ， 
| Vir sms sa sD | dridma dz 
表示 时 刻 t 在 关于 xz! 的 间隔 dz 中 出 现 粒子 1、 在 关于 zx; 的 间 
隔 dzz 同时 出 现 粒子 2,… 的 几率 。 波 函数 y 满足 多 粒子 苹 定 户 
方程 


_: OV 
HY =if 也 
H = 2 VE Di Vy) 好汉 移 
全 1 < 


对 于 无 相互 作用 的 自由 粒子 ,能 量 算 子 可 加 ,假定 具有 形式 
W(x, Tas, st) = TI (yexp(— Ei) (5 39) 
的 解 ,将 薛 定 刘 方 程 分 成 几 个 单 粒子 方程 ,办 符合 
。，214。 


Vig =eg: E= hk (5. 100) 


式 中 各 粒子 能 量 6 一 二。 
因为 各 函数 办 在 单 粒子 空间 中 构成 完备 正 交 归 一 集 , 所 以 


LIw (zi) 在 ?个 粒子 的 乘积 空间 中 构成 完备 集 。 事 实 上 ,该 空 


间 为 张 量 空 间 ， 这 是 由 于 它 对 应 于 nn 个 单 粒 子 的 矢量 空间 的 
外 积 。 
对 对 应 于 单 粒 子 的 基 矢 量 %(Cz) 作 么 正 变换 , 基 矢 量 p(x) 线 


性 地 变换 。 结 果 在 该 么 正 群 的 作用 下 II $s (Zz ) 依 一 个 n 阶 张 


量 的 分 量 形式 作 线性 变换 。 由 于 基 是 完备 的 ， 因此 可 以 将 其 当 作 
由 个 粒子 问题 的 所 有 人 解 组 成 张 量 空间 的 基 。 

今 考虑 n 个 粒子 的 包括 相互 作用 项 的 苹 定 读 方程 的 某 个 解 
ylxi,T2，,"… ,Xn)。 有 了 这 种 解 就 可 找到 nl1 个 解 。 因 为 粒子 的 全 
同性 ,所 以 从 y(zi ,zz,… ,zx,) 出 发 ,经 过 取 n 个 变量 zx; 的 nl 个 
置换 ,可 以 得 到 yx ,zxs，… ,x,) 和 

ta sa) = CV 
等 。 对 于 自 旋 量子 数 为 整数 的 粒子 ,其 波 函 数 是 对 称 的 ， 
Ws(Cziyzz Zn) 一 Py Ross) 《5.101) 


式 中 卫 遍 历 坐 标 x; 的 一 切 n1 个 置换 ;i 该 唯一 的 函数 对 应 于 对 称 
群 的 杨 盘 为 


1|2| … | > 
的 一 维 不 可 约 表示 。 自 旋 量 子 数 为 半 整 数 的 粒子 ,其 波 函数 是 反 
对 称 的 ， 

WA (zlyZ，…， Zn) 一 > ，SpPy(zi smo ) (5. 02) 
式 中 6p 为 置换 P 的 符号 , 当 PP 为 偶 置 换 时 6p 二 1、 当 PP 为 奇 置 换 
时 6p 二 一 1, 该 唯一 的 函数 对 应 于 对 称 群 的 杨 盘 为 
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的 一 维 表示 。 

事实 上 , 对 称 性 粒子 服从 玻 色 统计 ,反对 称 性 粒子 服从 费 米 
统计 ; 费 米 子 组 成 坚固 的 物质 , 玻 色 子 传递 费 米 子 之 间 的 相互 
作用 。 


s.8 微 扰 法 


考虑 含 时 间 的 微 扰 方法 。 设 系统 的 哈密 顿 算 子 日 (1) 由 Hi、 
HH' (4) 两 部 分 组 成 ， 
HG) = H+H’ (0) (5. 103) 
其 中 HH, 与 时 间 无 关 、 微 扰 部 分 五 与 时 间 有 关 。 系 统 波 函数 
符合 


访 oY = H(DyYy (5. 104) 
已 知 瑟 , 的 本 征 函 数 为 $,， 
Hog, = eng， (5. 105) 


将 y 按 开 , 的 定 态 波 函 数 @, 二 pexp (一 笠 1 ) 展 开 ， 
y= > ,an (DG@， (5. 106) 

代入 式 (5. 91)， 
证 > 人 as(D) 十 坟 Fw 


= Da HGD, + Da WH'GD, (5. 107) 


5 中 ， 
ot 


。 9 n 芭 
利用 庄 一 Hog,, 得 到 


»“ Zl6 = 


DD, Sa) = Da HE, 
以 B% 左 乘 上 式 并 对 整个 空间 积分 ， 
诡 六 ， Fa, CD |B ,dr 一 Sade; 如 更 ,dr 


依 |@i ,dr = Om » 


法 fan(t) = Pas(dD'mexplitwm) (5.108) 
式 中 
Di 一 [giH'gudr (5. 109) 
是 微 扰 矩阵 元 ， 
wm 一 二 (en 一 e) (10) 


为 系统 从 能 级 sw 跃迁 到 能 级 e, 的 玻 尔 频率 。 因 为 式 (5. 108) 为 
式 (5. 104) 经 过 式 (5. 106) 改 变 而 来 ,所 以 式 (5. 108) 是 男 一 种 形 
式 的 苹 定 户 方 程 。 

关于 式 (5. 108) 的 解 , 设 在 1 二 0 时 引入 微 扰 , 此 时 系统 处 于 
Hs 的 第 个 本 征 态 Bi ,由 式 (5. 106) ,得 

二 (5. 111) 

式 (5. 108) 的 右 端 已 包括 一 级 微量 Dw ,在 只 计 一 级 近似 不 计 其 
他 近似 的 条 件 下 , 式 (5. 108) 的 (0) 作 为 w (代入 式 (5. 108) 右 
端 ,产生 


ih fal?) > Dm Dn Exp ita ) DD’ explit wm ) 
据 此 推出 式 (5. 108) 的 一 级 近似 解 


Eo 让 | DU et MT (5. 112) 
0 


由 式 (5. 106), 在 1 时 刻 系统 处 于 GB 态 的 几率 为 |a,,(?)|’, 于 是 系 
统 在 微 扰 作用 下 从 初 态 B; 跃迁 到 终 态 B; 的 几率 为 
Wi = | 2) |? (5 113) 


® Bl a 


5.9 跃迁 几率 


设 昌 在 0 二 i 过 TT 时 段 是 与 时 间 无 关 的 非 零 值 。 系 统 在 1 二 0 
时 的 状态 为 B ,在 五 ' 作 用 下 系统 跃迁 到 连续 分 布 的 或 接近 连续 
分 布 的 终 态 @ ,这 些 终 态 的 能 量 ev 的 在 初 态 能 量 se 上 、 下 连续 
分 布 。 若 以 polm) dew 表示 在 能 量 sw 一 en 十 dew 范围 内 这 些 终 态 
的 数量 , 则 o(zz) 为 终 态 的 状态 密度 ; 从 初 态 到 终 态 的 跃迁 几率 之 
和 。 于 是 依 式 (5. 113) ,从 初 态 到 终 态 的 跃迁 几率 为 


W = Y | a tty 一 | | a [ocddes (CB, 114) 


利用 式 (5. 99)， 
D's exp (wm ) 时 业 


a Cy = (C6, 115) 
Vmk 
得 
2 | Da | 党 。 
| aa lt) |? = Lexp(itwm) — 1jLexp(— itwm) — 1] 
Hi" cw 
/ 2 
EM Dm [1 — cos(w,xt)] 
无 Cmk 
5 CU 上 
jy Si (eT 
ID L 2 ) (5.116) 
加 wn 
式 (5. 116) 代 入 式 (5. 115) ,并 注意 到 de, 二 大 devwx ， 
有 
fp Sin2 站 
W = 4| BD [id 
大 J Wk 
i am ,并 令 : >oo 且 邻 z=0, 式 (5. 117) 可 变 为 
w= S| | D's [pm) BCom ) de 
当 只 考虑 |D% | ,olm) 随 6 平滑 变化 时 ， 
W = A | D's [2plm) (5. 118) 
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单位 时 间 的 跃迁 几率 多 为 


w— EE | D's [pm) (5. 119) 


称 式 (5. 119) 为 黄金 规则 。 
取 终 态 为 自由 粒子 动量 的 本 征 函 数 ,采用 箱 归 一 化 ， 
Po 7) 一 了 到 exp (Zp 。 r) 
L 为 箱 边 长 ,如 图 5. 1 所 示 正 方 体形 
箱 。 因 为 在 箱 内 动量 的 本 征 值 为 


2xfin a 
四 Ls; 
_ 2xfin, 
Wy 1 光 
p: 一 Sus 上 
图 5.1 


式 中 如 、w、n。 为 整数 ,每 组 
(7 72y ,7 确定 一 个 状态 ,所 以 在 动量 
pr 一 pr 盾 dp。 py = pb, 丰 dp, 办 。 人 < 4* dp: 
范围 内 状态 的 数量 为 
(i ) dpsdpsdp. 
由 极 坐 标 表 示 , 动 量 大 小 、 方 向 在 
p~ptdp 0~0+d pg~opi+dp (5.120) 
范围 内 状态 的 数量 为 
(3 ) 六 singdpdgdp 

能 量 为 

。 

“一 到 
的 终 态 有 许多 ,其 中 动量 大 小 为 p 但 方向 不 同 ,用 plm) ds 表示 
动量 在 (5. 121) 范 围 内 状态 的 数量 , 则 


EN,, 
po(m) de» = (| p? singdpdbdg 
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由 于 
2 
sw 二 
kK 
因此 
J NS. 训 
plm) 一 | up singdpdbdp (5: 121) 


这 就 是 动量 大 小 为 p、 方 向 在 立体 角 dQ 二 sinbd0dy 内 的 终 态 的 状 
态 密度 。 
置 微 扰 
H’(1) = Acoswt 

从 二 0 开始 作用 于 系统 。 为 方便 将 玉 (7) 写成 指数 形式 

H’(1) = Flexp(iwt) + exp(— iwt)] (8. 122) 
式 中 下 为 和 时 间 无 关 的 微 扰 算 子 。 在 Ho。 的 第 & 个 本 征 状态 办 
与 第 m 个 本 征 状态 8, 之 间 的 微 扰 矩阵 元 是 


Di | H' (2) gidr 
= fa[Lexp(iwt) + exp(— iwt)] (5. 123) 
fi =|$% Fgrde (5. 124) 
式 (5. 123) 代 入 式 (5. 112)， 
wa = fe | {exp[Li(omw + ow) T] exp[Li(w — w) TJ} dT 


_ fa (See 二 wt] 一 1 EXP[i (wm 一 w)t]—1| 
上 


wm 十 w oidk — 
(5 125> 
当 
wW = wmnk (em = ek 十 fw) (5. 126) 
时 才 出 现 显 著 的 跃迁 。 即 只 有 当 外 界 微 扰 含 时 间 频 率 ww ,系统 
可 以 从 初 状态 B; 跃迁 到 终 状态 B; ,此 时 系统 吸收 (发 射 ) 的 能 量 
为 fiw。 表明 这 里 的 跃迁 是 一 种 共振 现象 ; 故 只 需 讨论 ww 的 
5 B20 s 


把 式 (5. 125) 代 人 和 人 式 (5. 113) , 当 ws*ow 时 式 (5. 126) 右边 取 
第 二 项 , 当 w 过 一 ww 时 取 第 一 项 ,于 是 得 到 从 状态 B 跃迁 到 状态 
GB, 的 几率 为 


4 | sin’ (ei) 


Wi = | an(W ]2 he (5. 127) 
上 式 对 w 寺 一 ww 用 正 号 ,对 wzwm 用 负 号 。 进 一 步 推出 
Wi = 经 | fo [SB(en — ent ho) (5. 128) 
单位 时 间 跃 迁 几率 vwww, 为 
Tn 一 符 | fo | Be —éy E ew) (5. 129) 


注意 到 6 函数 的 性 质 , 式 (5. 128) \ 式 (5. 129) 中 的 8 函数 将 能 量 守 
恒 式 (5. 126) 明 显 地 表达 出 来 。 当 esw 时 式 (5. 129) 变 为 


Ton 一 | fm |28(e., = Ky G5. 130) 


也 就 是 当 ev 一人 一 io 时 牙 迁 几率 不 为 零 , 系 统 从 状态 B; 跃迁 到 
状态 更 ,发 出 能 量 fw。 当 64 过 ej 时 式 (5. 129) 给 出 


大 号 三 ee (5. 131) 


也 就 是 当局 二 ee 十 io 时 跃迁 几率 不 为 零 ,在 牙 迁 过 程 中 系统 吸收 
能 量 大。 

交换 mk, 在 式 (5. 128) 中 产生 系统 从 状态 B,, 跃迁 到 状态 @。 
的 几率 。 由 于 下 为 埃 尔 米 特 算 子 且 | fx 1 二 | fw ,因此 

Wx = Wi (5. 132) 

表明 从 状态 @ 跃迁 到 状态 @ 与 从 状态 @ 跃迁 到 状态 B; 的 几 
率 相等 。 

若 初 状态 & 为 分 立 的 , 终 状 态 m 为 连续 的 , 则 ss 。 命 微 
扰 H'() 二 Acoswt 只 在 从 1 二 0 到 1 二 + 时段 对 系统 有 作用 ,于 是 
式 (5. 127) 在 t>t 时刻 系统 从 k 状态 跃迁 到 xm 状态 的 几率 为 


4 | fs [sin| (ee )r| 


下 (am 一 四 ) 


km 


5 2Z2] “ 


其 情况 如 图 5. 2 所 示 。 从 图 中 可 知 跃 迁 几率 发 生 在 主峰 区 域 , 即 
wm 一 由 一 到 祥 内 明显 不 为 零 ,在 该 区 域 之 外 获 迁 几率 很 小 。 
在 此 过 程 中 能 量 守恒 E, 二 EE, 十 i 或 ww 二 w 非 严 格 成 立 , 仅 在 原 
点 处 严格 成 立 。 因 为 ww = 一 w 只 要 在 由 一 和 到 空 范围 内 跃迁 几 


率 不 为 零 ,所 以 ww 不 但 可 以 取 w 值 而 且 可 以 取 从 w 一 摆 到 w 十 


秋之 间 的 任何 值 ,也 就 是 ww 的 不 确定 范围 是 Aow ~ 二。 又 因 


为 分 立 能 级 ,E 可 确定 , 故 ww 的 不 确定 也 是 终 态 能 量 上 ,, 的 不 确 
定 , 即 


依 此 知 
TAB 一 天 05. 133> 
在 一 般 情况 下 当 测 量 时 间 为 At 时 ,测量 能 量 不 确定 范围 是 
AE, 有 
ArAFE ~ (5; 134) 
* 222 。 


式 (5. 134) 就 是 能 量 - 时 间 测 不 准 关系 。 
【 例 5.1】 分 析 氢 原子。 
解 :电子 在 有 心力 场 中 运动 的 波动 方程 为 
i 
JE on Wt Ve OO 


式 中 为 电子 质量 `V(r) 为 电子 在 有 心力 场 中 势能 ,> 为 电子 到 力 
心 距离 。 


考虑 方程 定 态 解 ,分离 变 量 
yr,t) = u(r) fl) © 
式 @ 代 入 中 ， 
Ft = Cexp(—+ EE ) @ 
为 电子 总 能 量 。 波 函数 的 空间 部 分 ur) 满足 
一 和 Vi 十 VC 一 Ee 由 
多 


依 X(r) 的 球 对 称 性 ， 利用 球 坐 标 ， 于 是 ulr) 二 u(r,0,9), 式 @ 
变 为 


2 

纪 [ 产 部” 于)+ FmD 加 (S09 路 ) 
1 
rsin’0 9g’ 

继续 分 离 变量 , 即 径 向 部 分 RC(r) 及 角 部 分 Y(0, gq)， 

ulr,0,9) = R(r)Y(0,9) © 


tv = Bi ® 


1 工 可 /oo 1 YY 
这 [3 人 (sing 30) sinzo 7 

因 该 式 左 方 为 > 的 函数 , 右 方 为 0 和 yp 的 函数 , 故 上 式 必 为 常数 
,推出 


1 d/sdR\, FT2E 2 A 
7 Fl tl i? nr R=0 四 
1] dr. oY 1 oY 
ding 6 (in0 356}+ snaD We 本 
这 里 4 待定 。 
对 式 @ 进 一 步 分 离 变 量 。 取 
Y(0,9) = O(0)B( 9) @ 
有 
1 d/.,d9 7 加 
so (sn 5 针 (4— sg)e =0 
和 
a tmB 0 


式 中 和 与 4 相似 。 这 时 式 @ 变 为 

u(r,0,9) = R(r)O(0) D9) 
因为 1%| 为 几率 密度 并 对 于 定 态 |y| 三 |x| ,所 以 

| 上 三 |RRGrY(COop) | =| RO OMDB gp) | 

表示 几率 密度 。 乘 以 体 元 dz 三 一 sinbgdrdgdp 王 一 drd2 ,而 40 三 
singdgdp 为 (0,p) 方 向 上 的 立体 角 元 ,有 

| RCr) liridr | Y(0,9) | dQ 
表示 > 一 r 十 dr,6 一 0 十 do 一 gp 十 dp 体 元 中 的 几率 ,得 到 |RGr)|? 
4xr dr 代表 在 距 力 心 处、 厚度 为 dr 的 球 壳 内 电子 出 现 的 几率 ， 
1Y(9,g) 1 do 代表 以 力 心 为 顶端 、 (0,p) 方 向 上 的 立体 角 元 dQ 二 
singdbdp 中 电子 出 现 的 几率 。 对 于 式 @@ ,其 解 为 


SCp) = Aexp(imog) 十 Bexp( 一 2720) (WW 
式 中 A.B 为 常数 。 令 xu(Cry0,p 十 2r) 一 xy,0,p) ,有 
Dlg 2n) = Dlgq) 电 


式 (3 的 解 为 
。 224 。 


Dp) 一 Aexp(Czzap) (EY 
m 为 整数 。 置 + 二 cos0、B(0) 二 y(x), 式 0 变 为 


d 2 > | m2? 
ke edt = 四 
由 0 过 0 过 x 知 一 1] 受 zx 和 1。 对 和 取 
A= LC 二 1) 四 


/ 为 非 负 整数 。 对 每 个 /, 式 两 个 线性 无 关 解 中 有 且 只 有 两 个 为 
整个 区 间 一 1] 委 z 科 1 中 有 界 的 函数 ,符合 波 函 数 要 求 。 其 通 解 为 


说 Iml 
a = Wn = Rl Cd D 


dxl™ 
式 中 P,(x) 为 勒 让 德 多 项 式 、Pl" (zx) 为 连带 勒 让 德 多 项 式 。 
从 式 加 看 ,由 于 Pi(z) 为 x+ 的/ 次 多 项 式 又 Im| 三 4, 因此 对 一 
定 的 4,m 取 21 十 1 个 整数 ， 
m 一 0, 土 1, 圭 2,…, 士 ! ® 
式 @\ 式 @ 可 用 于 研究 原子 结构 和 光谱 。/ 为 角 量 子 数 ,m 为 磁 量 
子 数 。 把 式 @@ 、 式 四 综合 ,得 到 氧 原子 波 函 数 的 角 部 分 
Yi (0,p) = NmP7(Ccosg)exp(zzp) (ER) 
式 中 /二 0、1.2、…,m 王 0、 土 1、 圭 2、…, 填 4, No 为 归 一 因子 ,其 使 
波 函 数 Yo 归 一 化 
| rao=| "| YPY, (0psingddg =1 四 


Y2 为 Yu 的 复 共生 。 式 加 表明 电子 出 现在 空间 不 同方 向 上 的 总 
几率 为 1。 

波 函数 径 向 部 分 R(r) 的 方程 式 @ 重 写 为 
ld/; dR ZE 2pye: L(+1) 
2" 时 4 入 2 rr” | 

< 为 电子 电量 。》 由 4Cz 二 1) 代替 \V(r) 由 静电 库仑 场 中 势能 一 和 
代替 。 当 下 为 负 时 ， 


R=0 @ 


4 
i i 


= C25 


7 为 正 整数 。 否则 limR(7) 三 oo, 不 符合 波 函 数 要 求 。 但 EE 取 值 
为 式 @ ,对 每 个 m, 有 


Ru(r) = pl 一 patp) @ 


其 中 pn pt 53X 10-2 米 为 第 一 玻 尔 半径 , 广 (p) 为 。 
的 nn 次 多 项 式 ,是 归 一 因子 。 

能 量 巨 取 人 负 值 为 束缚 状态 , 即 电 子 与 原子 核 结合 形成 原子 的 
情形 ;处 于 束缚 态 的 电子 ,能 量 是 量子 化 的 ,构成 原子 能 级 。 氧 原 
子 最 低能 级 (基态 ) 


Ae” 
E = 一 笃 = 13.61 (eV) 


2 天 
实验 值 为 13. 60eV。 
【 例 5.2】 金属 中 的 自由 电子 运动 。 
解 :只 考虑 一 维 的 自由 电子 运动 ,其 方程 为 


0 
i 不 Be Ba (Oz 上) (IY 


它 的 势能 如 图 5. 3 所 示 , 且 设 金属 内 的 ro) 
势能 为 零 。 式 中 的 解 |%Czo | 给 出 了 
电子 在 各 个 时 刻 出 现在 金属 内 不 同 地 
点 工 的 几率 。 
关于 式 中 的 定 态 解 ,分 离 变 量 
J rst) = u(r) f (2) DO 5 L 
这 时 |yl* 恒定 并 且 其 他 运动 状态 可 以 图 5.3 
用 定 态 的 迭 加 表示 。 式 @ 代 入 式 @， 


人 


ihiu (zx) Fn 一 起 fC #) 


整理 ,得 


1 df hi 1 du 
2 
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因 该 式 左 方 为 :的 吨 数 \ 右 方 为 zx 的 函数 , 故 上 式 等 于 常数 下 ， 


1 d4/ 
f dt 
区 Tu 
2m wu dx: = 昨 
依 @， 
f(2) = Cexp(— :| 回 
依 @， 
u(x) = Asinkxr + Beoskr © 
式 中 A、B.C 为 常数 。 但 
Es NM 人 四 
为 待定 常数 。 式 @@ . 式 @@ 代 入 式 @， 
J(11) = (Asinkr 十 Bcoskz)exp( 一 二 Ex ) ® 
据 此 ， 


| yx,t) |* =| Asinkzr + Beoskr | 
表明 定 态 波 函 数 表 达 的 几率 不 随时 间 变 化 。 
因为 电子 限制 在 金属 中 运动 ,所 以 在 金属 之 外 电子 出 现 的 几 
率 为 零 。 当 x 二 0( 或 x 之 L) 时 y(x,t) 二 0; 注 意 到 波 函 数 为 连续 
函数 ,%Cz,D) 在 金属 表面 上 也 为 零 ， 


gO =0 HL)=0 @ 
称 式 @ 为 边界 条 件 。 式 @ 代 入 式 @， 
u(0) =0 ul(L)=0 四 
式 @0 加 于 式 @@， 
ul(0)=B=0 
ul(L) = AsinkL = 0 
因为 y 取 0, 所 以 
sinkL = 0 人 
或 
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kL = mr (n 为 非 零 整数 ) 


结果 
nn 
二 了 ® 
导出 
un(X) = Asink,x = Asin( Fx ) (EB, 
由 式 @, 有 
2 ke nh 妆 
Bb Se Do @ 


由 于 符号 相反 而 绝对 值 相等 的 对 应 的 两 个 解 u, (zx) 只 相差 正 、 
负 号 ,因此 表示 同一 个 状态 ,n 取 值 为 正 整数 

一 2 (B) 
若 对 

gn (x,t) = Asin (Fz jexp (一 FE 曲 

时 间 求 导 , 则 

法 2 = Ey 
比较 式 @ 知 E, 表示 电子 的 总 能 量 。 依 式 @ 可 以 断言 :在 金属 中 


运动 的 自由 电子 ,其 能 量 是 分 立 的 , 即 量子 化 的 ,形成 能 级 。z 一 1 
的 状态 为 基态 ,也 就 是 能 量 最 低 值 
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因为 电子 必 在 金属 内 ,所 以 它 在 金属 中 出 现 的 总 几率 为 1， 
. | (zt) ldz = 1 (7 


式 @@ 就 是 波 函 数 的 归 一 化 条 件 。 从 式 @ . 式 图 ， 
| A， [| sin: Cr) dz 人 SL | 起 | 二 


| A, 攻 = 子 A, 3 Texplip) 


得 
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这 里 gp 为 实数 。 命 pg 一 0, 导 出 
Jn (I,t) = ?sinCksr)exp(— En) 
k\E, 由 式 四 、 式 移 给 出 。 
由 不 同 能 量 瓦 . 忆 ,表征 的 波 函 数 加 .如 满足 正 交 关系 ， 


| wdz 二 0 (7 天 7) 
式 中 ys, 为 的 复 共 斩 。 


事实 上 ,根据 式 @， 
_ - 
2 dz En 
A du 
24 dz2 mUm 


这 里 y 为 电子 质量 。 从 中 推出 


2 | dz a, d? wu, | 
27 6 (ww dx Un dz )dz = ChE, EE, ) UnUm dx 
今 
上 d Un dd Um E d du du 
| (w dr dz )dz | jl ds en d= jd 


=(u du gy en) 人 0 
" dz ”dd /lo 
上 式 推导 中 利用 ww zw 满足 的 边界 条 件 式 ,得 到 


(EE, 一 已 )| UnundzX =0 
当 nm 时 EF, 一 FF,, 了 关 0, 有 


时 
| wi d= 0 
0 


| Wdx = 二 exp| 一- CE, 5.) || Unttsad¥ = 0 
综合 式 @\ 式 四 ， 


熙 
| yr yndrt = 6 


nm 


“ ZY s 


jl (m 一 n) 
10 (m 关 nn) 
式 四 为 波 函 数 的 正 交 归 一 化 关系 。 

在 外 界 激发 下 ,电子 可 能 从 一 个 定 态 跃 迁 到 另 一 个 定 态 , 即 
从 一 个 能 级 跃迁 到 男 一 个 能 级 ,电子 的 这 种 运动 可 用 定 态 波 也 数 
的 迭 加 表示 ， 


$s SE @ 


zi = DC zt) OO 
迭 加 系数 C, 与 时 间 上 有 关 。 
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6 基本 粒子 构造 


6. 1 相对论 性 波动 方程 


德 布 罗 意 提出 自由 电子 波 函 数 
y= Aexpli(k»r—wt)|]= Aexp(ik,z,) (6. 1) 
式 中 v 二 1、2、3、4;E 一 hw、p 一 hk。 爱 因 斯 坦 的 色散 方程 为 
FE = ep 二 mic 
式 中 mm 为 电子 静止 质量 ec 为 光速 。 德 布 罗 意 波 传 播 由 闵可夫 斯 
基 度 规 确定 ， 


人 心 ) 一 0 (6. 2) 
或 
(ry (6. 3) 


m 


这 里 x 一“ 为 康 谱 顿 波长 倒数 ,为 标量 。 式 (6. 2) 是 协 变 的 , 德 布 
罗 意 波 构 成 了 这 个 方程 的 相对 论 性 不 变 波 解 的 完备 集合 。 因 为 
kz, 为 4 维 标量 ,已 一 为 4 维 标量 算 子 。 对 于 

EE/Or + wie (6. 4) 


定义 的 算 子 


已 ,一 请 二 Wy = C6. 5) 


与 之 相 容 。 狄 拉克 引入 4 分 量 波 函 数 
Wh 
yz 
= (6. 6) 
WA 
fa 


:31 。 


和 哈密 顿 算 子 
H=ca* piBmoc’ 67) 
并 使 系统 满足 薛 定 请 方 程 


2 
Hy= 读 (6. 8) 
于 是 依 狄 拉 克 方 程 的 二 次 形式 与 戈 登 方程 相 容 的 条 件 ， 
(i 于 十 ca 。 十 Borocs (请 人 。 p—Bmoc’ )y = 0 
可 确定 a\8 到 一 个 么 正 等 价 性 , 故 


[一 2 党 —c (atpit*)—pPmic’ 


—c (gpiosp; asp2aip! 十) 机 


整理 ， 
2 9 3 Eh i | 2 .2 
| 一 Et c (a a = moc’ 十 下 CC 。 
2 了 2 4 
(ae 9X19X2 十 azan 9X29X1 十 ) | wD 
若 


af 十 qi 十 af 二 B* 二 1 

ai 十 aa = 0 wp = 性 
这 里 j 关 1,j、! 王 1,2,3; 则 对 y 的 每 个 分 量 给 出 一 个 区 登 方 程 。 哈 
密 顿 算 子 的 自 伴 随 性 要 求 ag.6 也 有 自 伴 随 性 ， 


(6. 9) 


二 一 a 新 二 让 如 一 卫 29 (6. 10) 
0 六 奖 

a | | B=| ) 个 13 
o 0 人 一 上 


式 中 c 为 泡 利 自 旋 矢量 、T 为 单位 矩阵 。 以 8 左 乘 式 (6.7) 再 除 
WM fc, 


(% = (6. 12) 
其 中 
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N=—ifa (l= 1,2;,3) i 
nn 二 B 
且 
ty, 三 20 (一 1 2,3,4) (6. 14) 
不 难 验证 式 (6. 11) 中 的 we .av \a<、\B 为 埃 尔 米 特 型 矩阵 ,从 而 思 也 
为 埃 尔 米 特 型 矩阵 。 
对 式 (6. 12) 取 埃 尔 米 特 共 斩 并 右 乘 x ,得 到 伴随 方程 ， 
i C6. 152 
这 里 
VvV=y N= WW RR J) (6. 16) 
称 式 (6. 15) 为 式 (6. 12) 的 伴随 式 。 用 秋 左 乘 式 (6. 12)， 
Wy; EE 十 kVYV 三 0 


用 亚 右 乘 式 (6. 12)， 


av 
azy kVy 一 0 (6. 17) 


表明 狄 拉 克 4 分 量 波 函数 符合 连续 方程 。 式 (6. 17) 与 将 
Jp = WY 
解释 成 4 维 流 是 相 容 的 ,于 是 几率 密度 为 


6 一 一 到 一 几 四 十 几 央 十 央 央 十 儿 轴 (6.18) 


这 是 与 每 个 分 量 相关 的 各 个 密度 的 线性 相 加 。 考 虑 到 电磁 场 对 
电子 的 作用 , 狄 拉克 把 这 4 个 场 解释 为 电子 自 旋 向 上 ,电子 自 旋 
向 下 、 正 电子 自 旋 向 上 、 正 电子 自 旋 向 下 的 状态 的 几率 ( 振 ) 幅 。 
因为 x 矩阵 的 性 质 , 所 以 式 (6. 12) 表 示 电 子 、 正 电子 振幅 的 
4 个 耦合 方程 组 。 在 式 (6. 12) 中 代入 平面 波 解 ， 
y= 如 expLi(CK 。r 一 of)] 
F=fw (6.19) 
Pp 三 让 
峰 \ 必 服从 正 能 量 ， 


= 3 


再 一 yep 十 zc (6. 20) 
风 、w 服从 负 能 量 ， 
E=— Vep +mic (6. 21) 
电子 偶 的 产生 如 图 6.1 
所 示 。 moe? 空 的 
对 时 空 变 换 
X, 一 人 wz，(6. 22) 
式 (6. 12) 变 为 


[和 We 十 jy CX,) 二 过 4 满 的 
(6. 23) 入 让 1 
式 中 k 为 普 适 常数 , 当 状 态 
矢量 少 (X.) 、LYWCz,) 相 等 时 伴随 状态 矢量 就 依 
W(X,) = Vz)L 
变换 ,L 为 4X4 变换 和 矩阵。 变换 后 式 (6. 23) 为 
y, A pp +xLy =0 (6. 24) 
左 乘 Le 9 
(Liy,AL) jy i (6. 25) 
比较 式 (6. 12)， 
LiyAnL = 7, (6. 26) 
把 上 式 乘 A;, 并 对 v 求 和 , 故 从 A 和 矩阵 所 满足 的 正 交 条 件 推出 
Lb = My, (6. 27) 


这 就 是 协 变 条 件 。 这 些 方程 表明 4 维 流 矢量 有 下 列 变换 性 质 
JT, Xi) =i (XVI Ki) = icV x) Ly LY x) 
=—=ApicV (rT) Wn) = A x) 
A, 为 矩阵 元 ,每 个 为 作用 在 4 分 量 波 函 数 少 上 的 4X4 矩阵 。 
将 戈 登 方程 重 写成 册 一 清风 一 季 的 下 面 两 个 压 合 的 一 阶 微 
分 方程 
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中 中 = (6. 28) 


法 2 =ihc Vs py —i( )y: (6. 29) 


式 (6. 28) 式 (6. 29) 构 成 了 哈密 顿 形式 为 戈 登 方程 , 且 描 述 自 旋 为 
零 的 粒子 。 可 以 证 明 戈 登 波 函 数 中 的 两 个 分 量 是 与 自 旋 为 零 的 粒 
子 的 粒子 态 和 反 粒 子 态 相关 的 ;对 矢量 介子 也 有 同样 的 关系 。 
现 将 狄 拉 克 和 矩阵 ~ (二 1,2,3,4) 推 广 到 n 维 ; 狄 拉 克 和 矩阵 由 
泡 利 和 矩 阵 构 成 。 考 虑 n 个 变量 中 的 任意 非 奇 异 二 次 型 
QQ= 28 i (6. 30) 


式 中 复 系数 gu pe i Q 的 Clifford 代数 是 由 单位 
元 1 及 nn 个 元 


Ul\U2\"" Un 
所 生成 的 复数 域 上 的 代数 ,wi 、ws、…、w 符合 条 件 
Wap 十 ugus 一 2gog * 1 (6;, 31) 


该 代数 有 一 个 包括 2” 个 元 的 基 
lv uedgdys (a BYL ee) 
可 以 断言 : 
(1) 当 为 偶数 时 Clifford 代数 同 构 于 全 矩阵 代数 , 当 ) 为 奇 
数 时 其 同 构 于 两 个 全 符 阵 代数 的 直 和 ; 
(2) 当 ?7 为 偶数 时 Clifford 代数 的 全 部 自 同 构 是 内 自 同 构 , 也 
就 是 由 下 式 表 出 
Ue wi (6G:.32) 
在 复数 域 上 每 个 非 奇异 的 二 次 型 Q 可 以 通过 坐标 的 线性 变 
换 变 成 系数 为 6.4 的 特殊 形式 
Q= > 
使 Q@ 保 持 不 变 的 线性 变换 为 正 交 变换 。 若 对 Clifford 的 代数 元 
us 进行 正 交 变换 工 , 则 得 到 满足 式 (6. 31) 的 一 组 元 U, ,因而 为 代 
数 的 同 构 上 映射。 对 于 偶数 的 ”由 式 (6. 10) 变 换 wu ,可 以 得 到 正 交 


= 2Z35 % 


变换 工 。 这 样 任意 正 交 变换 工 对 应 于 Clifford 代数 的 元 r, 即 对 
应 于 一 个 2” 阶 和 矩阵 r; 对 于 奇数 的 2%, 可 有 类 似 结果 ,而 第 二 C- 
代数 是 由 偶数 因子 的 积 

] ,zatp，MaMpBALyUr 


所 生成 的 子 代 数 。 对 n 二 2m 十 1, 它 是 2” 阶 全 矩阵 代数 。 
6.2 哈密 顿 函数 的 不 变性 

设 非 相 对 论 性 的 哈密 顿 函数 为 防 ,O 为 表示 某 个 动力 学 
与 时 间 无 关 的 自 伴 算 子 。 当 O、H 可 对 易 时 


G0) 一 晤 | 全 cz,DOwCrodr 


=|[[ $0° Ge) JOp Crsddzt Jy Cx,D0 Eyes) Jdz 


(6,33) 
利用 醉 定 谓 方程 
dy i 
=— tH (6. 34) 
式 (6. 33) 变 为 
d 


(0) -过 | CE) 人 


一 | 人 (rz,DOHwcz,Ddz 


= 二 | 人 Ce OL, Oe dds= 0 


推 证 上 式 中 使 用 了 互 的 自 伴 性 及 对 易 子 LO, 互 ] 二 0。 若 一 个 算 
子 和 哈密 顿 清 数 对 易 , 则 该 算 子 表示 所 讨论 系统 的 一 个 守恒 量 。 
总 角 动 量 (平方 ) 算 子 


2 2 站 了 D2 
Ce E= Blt sin28 | (6. 35) 
与 氧 原子 的 非 相对 论 性 理论 中 的 哈密 顿 算 子 
HH 一 -起 9: 和 (6. 36) 
m 


r 
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对 易 。 男 外 ,动量 守恒 和 两 个 在 中 心力 相互 作用 下 粒子 的 哈密 顿 
函数 的 平移 不 变性 有 关 ， 


大 大 
H Vi WV(|rn—r, |) 《6. 37) 
2mi 27702 
P=—ihVi 一 需 V， (6. 38) 
LH,P]=0 (6. 39) 


哈密 顿 函数 的 平移 不 变性 可 由 式 (6. 39) 给 出 ,此 时 [H,T(g)]== 
0, 而 


T(a) = exp( 二 (6. 40) 
可 知 
Te Yrsr ti) = Td, Rt) = Jr,Rie,t) 
R(a) —exp (ee) (6. 41) 
如 果 PP 的 空间 反 演算 子 ， 
Py(r,t) = Jy(— r,t) (6. 42) 
且 
[到 ;P] 圭 0 【和 45 
那么 对 互 的 任意 本 征 函 数 y, 有 
H(PYy) = PHYy) = E(PY) (6. 44) 


说 明 Py 也 是 本 征 函 数 并 有 相同 的 本 征 值 琅 。 注 意 到 五 、P 的 对 
易 性 ,使 其 可 同时 对 角 化 。 因 为 P= 二 T, 所 以 守 称 算 子 的 本 征 值 为 
ls 

今 将 时 间 倒 逆 ( 反 演 ) 算 子 荆 作用 于 苹 定 证 方程 ， 


0y .9 
THT+ Ty = 了 T( 读 季 )= 一 读 TI) (6. 45) 


或 
je ,9 
福 凶 二 一 或 (6. 46) 


式 中 的 撤 号 表示 时 间 反 演 ( 倒 道 ) 状 态 和 算 子 ,由 Vy (x,1) 一 y(x， 
一 z) 知 


= IT * 


Hy(zsr) 一 法 了 0(Czvr) (6. 47) 


其 中 c= 一 t。 综 上 ,车 y 为 解 , 则 时 间 反 演 状态 也 为 解 。 满 足 瓦 
三 五 "的 系统 称 作 时 间 反 演 不 变性 。 

复 共 斩 运 算 与 粒子 的 电荷 符号 改变 有 关 。 如 果 H' 二 CHC” 
一 妃 , 那 么 称 哈密 顿 函数 具有 电荷 共 恩 不 变性 ;表明 当 少 为 电荷 4 
的 粒子 的 薛 定 刘 方 程 的 解 时 消 ' 也 是 电荷 为 一 g 的 粒子 的 薛 定 评 
方程 的 解 。 

可 以 证 明 : 量 子 系统 在 哈密 顿 函数 中 的 联合 运算 CPT 下 保 
持 不 变 , 即 CPT 定理 。 费 曼 指出 ,对 电子 而 言 ,CPT 不 变性 就 是 
一 个 正 电子 本 质 上 为 一 个 逆 时 间 方 向 运动 的 电子 。 

时 间 反 演 在 量子 力学 中 为 反 么 正 算 子 , 反 么 正 算 子 T 为 复 共 
轿 算 子 K 与 么 正 算 子 U 的 积 ， 

T= KU 


且 
K2 一 T Ky=y 
若 A、B 为 波 函 数 ,a、2 为 复数 , 则 
T(aA +6B)=a* TA+0b'TB 
由 于 LU 为 么 正 的 ,因此 
(A |B) = (UA | UB) 
可 是 
(TA | TB) = (UA | UB)* = (A | B)* 
类 似 于 跃迁 几率 ,这 样 的 量 只 与 1(A1B)|* 有 关 , 与 时 间 反 演 不 变 


6.3 具有 内 对 称 性 的 同位 旋 
总 自 旋 算 子 


学 一 了 让 (8 上 (6. 48) 


在 SU(2) 或 R(3) 下 的 不 变性 表明 :两 个 基本 自 旋 态 的 任意 归 一 
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化 线性 组 合 


1 0 a 
< 人 (je 人 = 9 (6. 49) 
We 
为 拥有 相同 的 角 动 量 
gl 
ss 十 ]) 配 一 记忆 各 一 注 (6. 50) 


的 一 个 状态 ,但 其 去 分量 为 沿 着 量子 化 < 轴 以 外 的 另 一 根 轴 , 即 
自 旋 矢 量 有 另外 的 取向 。 

海 森 堡 认为 如 同 土 序 的 态 对 应 于 同一 个 粒子 的 不 同 状态 ， 
可 以 设想 中 子 、 质 子 为 同一 个 粒子 在 某 种 电荷 空间 中 的 两 种 


状态 ， 
n= p= (,) (6. 51» 
依 量子 力学 ， 
a (0)+6())= (,) (6. 52) 
[a 
据 此 知 可 用 乘积 波 函 数 描述 核子 的 状态 ， 
J = Joo (6. 53) 


式 中 表示 空间 - 自 旋 、 加 表示 同位 旋 ,wo = (”) 为 该 核子 的 内 部 
空间 。 事实 上 ,混合 状 态 不 会 出 现 ,只 会 出 现 纯 状态 p 一 (1) .n= 


( 1 ) 。 为 了 与 对 应 的 物理 观测 吻合 ,应 假设 在 海 森 堡 的 同位 旋 理 


论 上 增加 超 选 择 定 则 。 可 以 在 同位 旋 理 论 中 将 2 维 电 荷 旋 量 空 
i 52) 的 SU(2) 变 换 , 当 作 一 个 3 维 电荷 超 空间 中 的 
转动 ,经 过 算 子 
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Pe No a ( . ) (6. 54) 
2 3 小 0 有 1 。 


由 沿 第 3 轴 的 距离 能 够 得 到 粒子 的 实际 电荷 ,这 是 因为 该 算 子 对 
下 
于 质子 态 { " .中 子 态 ( ) ) 的 本 征 值 为 1.0。 式 (6. 54= 为 泡 利 同 


位 旋 矢 量 rz 的 第 3 分 量 ,r 在 形式 上 等 同 于 泡 利 自 旋 矢 量 c, 它 作 
用 在 3 维 电荷 空间 而 非 普 通 的 3 维 空间 。 

对 于 多 电子 系统 ,可 用 单 粒 子 自 旋 函 数 乘积 的 适当 线性 组 合 
构造 多 重 态 ; 当 多 粒子 系统 构造 同位 旋 多 重 态 时 也 可 采用 这 种 表 
述 。 对 于 双 粒 子 系统 :第 一 可 将 相互 作用 与 电荷 的 无 关 性 表达 成 
哈密 顿 隐 数 在 R(3) 电 荷 空 间 的 转动 下 的 不 变性 ,第 二 同位 旋 表 
述 可 以 描述 电荷 交换 力 ; 因 为 


二 1 | 8, 全) 

把 中 子 变 为 质子 .质子 变 为 中 子 。 不 难 证 明 对 于 多 核子 系统 , 波 
函数 在 交换 中 子 、 交 换 质子 下 的 反对 称 化 ,在 形式 上 等 价 于 同位 
旋 表述 中 对 交换 核子 的 同时 反对 称 化 。 

对 于 双核 子 系统 可 构造 总 同位 旋 TT 二 1、T= 二 0 的 “三 重 态 ”、 
“ 单 态 ”;T 二 1,T=0， 

1 pl1)pC2) 
BCLIRCDY + i DB) CmC2) =nt Lp() 
v2 V2 


Mr = 0 


一 nl)n(2) 

(6. 56) 
在 这 些 表达 式 中 ,质子 态 为 同位 旋 “ 向 上 ” 态 .中 子 态 为 同位 旋 “ 向 
下 ” 态 。 在 同位 旋 空 间 的 转动 下 ,该 三 重 态 中 的 3 个 态 在 自身 中 
变换 ,而 该 单 态 仍 变换 为 自身 。 于 是 T=1 的 状态 构成 了 SO(3) 
或 等 价 于 SU(2) 的 一 个 三 维 不 可 约 表示 的 基 ,T=0 的 态 是 一 维 
不 可 约 表示 的 基 。 就 多 重 态 而 言 , 亚 状态 由 Mz 标定 ， 
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Mr = 3(Z—N) (6. 57) 


这 里 Z 为 态 中 质子 数 、N 为 中 子 数 。 

从 同位 旋 和 通常 自 旋 角 动 量 在 形式 上 的 相似 性 知 , 强 相互 
作用 粒子 构成 的 复合 系统 可 以 按照 它们 的 同位 旋 多 重 态 结构 
分 类 。 

6.4 SU(3) 对 称 性 


在 夸克 模型 中 SU(3) 既 可 以 表示 “ 味 ” 的 对 称 性 也 可 以 表示 
“ 色 ” 的 对 称 性 。 强 相互 作用 对 于 


p £ 
(ls) 
有 具有 不 变性 ,而 为 2X2 和 矩阵 , 且 
uu=1 (detu= 1) 
uu 的 关系 为 (wn 六 二 (ww)" ,wu 和 矩阵 的 全 体 {u} 组 成 了 SU(2) 
群 。 置 


qd 
y= | (6. 58) 
[ea 
g' 中 的 /二 1,2,3 可 表示 “ 味 ”, 也 可 表示 “ 色 ”。 强 相互 作用 对 变换 
gq 
gq= |g |—>ug (6. 59) 
g 
有 某 种 不 变性 , 式 (6. 59) 中 的 v 为 3X3 矩阵， 
于 码 码 
二 (WW) 二 |wi 城 (6. 60) 
同样 ， 
uu=1 (detu= 1) (6.61) 
这 里 的 全 体 {w} 构 成 SU(3) 群 。 
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定义 6.1 Ti 称 为 (n,m) 阶 混合 张 量 , 当 g>ufqg’ 时 


TT (6. 62) 
定义 6.2 Ti% 称 为 可 约 张 量 ,如 果 它 是 (n,m) 级 张 量 , 且 
Ta = /TA (6. 63) 


是 不 为 零 的 (s,) 级 张 量 ,Ao 可 能 为 8 ve” eyi; 义 5 十 1 过 n 十 m, 任 
则 Tas 称 为 不 可 约 张 量 。 不 可 约 张 量 的 性 质 : 

(DT 对 任何 一 对 上 标记, 吉 ) 或 任何 一 对 下 标 (a,a,) 是 
对 称 的 ; 

(2) 以 六 缩 并 Ti: 任何 一 对 上 .下 标 时 结果 为 零 。 表 6.1 
列 出 3 部 分 不 可 约 张 量 。 


表 6.1 

张 量 级 (表示 ) 维 数 
1 (0,0) | 中 
(1,0) 四 
T, (0,1) @ 
天 (1,1) ©® 
I (2,0) © 
Ts (052) © 
Tw (3,0) @ 
ye | (0,3) ® 
13 C2 @ 


对 于 维 数 是 @ 的 不 可 约 张 量 Ts ,可 取 N 个 线性 无 关 的 分 


dh 


量 UlsU2\""*、UN, 


v 二 |. (6. 64) 


UN 
在 gx>ug 变换 下 v>Uv,U 为 NXN 方 阵 ,集合 {U} 称 作 群 SU(3) 
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三 {u} 在 NN 维 室 间 的 不 可 约 表示 并 以 @ 表 示 。 若 Tai 为 可 约 
张 量 , 则 表示 {U) 称 为 可 约 的 ;可 约 表示 与 不 可 约 表示 的 矩阵 性 质 
不 同 。 
一 般 而 言 , 任 何 SU(3) 的 可 约 表示 均 可 约 化 为 不 可 约 表示 之 
和 ,而 对 不 可 约 表 示 则 没有 这 种 约 化 。 
设 {U} 是 N 维 空间 表示 。 在 该 空间 内 换 基 :v>X 一 宛 , 其 中 
9 为 非 奇异 的 NXN 方 阵 。 在 变换 U 下 v>v 二 Uv, 于 是 X-~ 
ZUF 190 王 9U9Z 奖 。 故 换 基 使 表示 (0D) 变 成 (930891)。{9UF 1) 
称 为 是 与 {00}) 等 价 的 表示 。{U}、{9U!} 有 相同 的 结构 。 如 果 
{UU) 为 不 可 约 ( 可 约 ) ,那么 {ZF} 也 不 可 约 ( 可 约 )。 


6.5 夸克 

夸克 属于 基本 粒子 , 它 有 分 数 电 荷 。 可 能 的 伟 克 有 ud、s、c、 
b\t 等 。 有 时 称 这 些 夸 克之 间 的 不 同 是 “ 味 ” 的 差别 ,此 外 每 个 夸 
克 还 有 " 色 ” 的 附加 量子 数 ,研究 夸克 可 利用 量子 色 动 力学 。 伟 克 
和 有 反 夸 克 由 表示 3、3 的 权 图 ,如 图 6. 2 所 示 。 


使 用 基 ( 础 ) 矢 量 w.d、s 和 .dq、3 构 成 并 取 其 线性 组 合 , 从 而 
可 形成 对 应 于 SU(3) 的 高 维 表示 的 零 迹 对 称 张 量 。 
将 核子 及 其 他 重子 作为 3 夸克 的 系统 ,将 重子 作为 夸克 - 反 
夸克 的 系统 : 
qqg 一 重子 
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呆 一 介子 
3 个 夸克 的 任意 线性 组 合 为 


9 一 qd 十 old 十 0s 一 


1 
(6. 65) 


QR QO 


在 SU(3) 下 如 同 矢量 那样 变换 
Q = Ung’ (6. 66) 
式 中 Ui 为 3X3 么 正和 矩阵 的 矩阵 元 , 反 硅 克 的 任意 线性 组 合 为 


2 
下 一 全 二 二 学 d 二 = | 节 人 
Co 
在 SU(3) 下 依 矢量 形式 变换 
Qk 二 Ujrg! (6. 68) 


这 里 UL (KL 二 1,2,3) 为 Ui 的 复 共 纯 ;大 写 角 标 表 明 它 是 与 反 
夸克 基 矢 量 相 关 的 。 因 为 
QQR =Ung' Uva™ = (UnuUim ) gig™” 
=6mg'g™ = gq"g™ 
所 以 内 积 gtg* 在 SU(3) 下 如 同 标量 一 样 变换 。 
介子 外 积 wz 按 2 阶 混合 张 量变 换 ， 

fi = Us UNF™ (6. 70) 
3 夸克 的 重子 外 积 gg gh 在 SU(3) 下 依 3 阶 张 量 Faee 一样 
变换 ， 


(6. 69 ) 


farts — Ug Ug Up Pb 
考虑 从 任意 3 阶 张 量 F%%% 通 过 线性 组 合 构成 的 不 可 约 对 称 张 
量 。 由 于 此 时 没有 出 现 大 写 角 标 ,因此 求 迹 运 算 已 不 再 是 有 效 的 
约 化 方法 。 与 下 列 标准 杨 盘 


1 如 l,l 六 
- 


[Se 


加 加 书 
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相对 的 杨 算 子 对 Fa 作用 , 故 可 得 到 不 可 约 对 称 类 。 第 一 盘 给 
出 只 有 一 个 独立 变量 的 不 可 约 张 量 , 即 标量 ;第 二 、 三 盘 给 出 有 8 
个 独立 分 量 的 不 可 约 张 量 , 得 到 如 图 6. 3 所 示 的 重子 八重 态 ;第 
四 盘 给 出 一 个 有 10 个 独立 分 量 的 不 可 约 张 量 , 得 到 如 图 6.4 所 
示 的 十 重 态 。 


图 6.3 


6.6 规范 不 变性 


薛 定 齐 方 程 在 “规范 变换 U 二 exp(ia) 下 是 协 变 的 (a 为 实 
数 ) 
HY = (UHU JU = UHY 


9 
ot 


因为 算 子 U(a) 构 成 阿 贝 尔 群 是 由 和 时 空 无 关 的 实数 a 为 参数 的 ， 
所 以 称 此 类 规范 具有 整体 性 。 如 果 使 某 个 李 群 的 参数 与 时 空 有 
关 , 那 么 称 对 应 的 规范 变换 是 局 部 的 。 当 描述 基本 粒子 相互 作用 
时 局 部 规范 变换 具有 重要 作用 。 

考察 狄 拉克 方程 


9 = 
[» 3 tx)jy zs) =0 (6. 72) 
以 及 相 变 李 群 U(1)， 


一 访 卫 (Uy) 一 示 (6. 71) 
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VT) = U(A YL,) (6.73) 
式 中 A 为 与 时 空 无 关 的 实数 .U(A) 二 exp(igA),g 为 粒子 电荷 ,而 
亚 满 足 
9 Se 
(Yt) 一 (6.74) 


故 狄 拉克 方程 在 群 U(1) 下 是 不 变 的 。 
当 A 与 时 间 有 关 时 式 (6. 73) 不 成 立 , 应 以 式 (6. 72) 替 代 ， 


le 十 让 芒 )+xjpX =0 (6. 75) 


引进 “规范 玻 色 子 ”, 其 波 函 数 A, (X, ) 在 洛 仑 兹 变换 下 为 4 维 矢 
量 , 在 局 部 规范 变换 下 按 


pe aA 
Ne 8953 
变换 ,于 是 得 到 不 变 的 波动 方程 
[x¥ (3 id) pCX,) = C8. 773 
它 在 U(1) 下 为 不 变 的 。 


6.7 量子 色 动力 学 


量子 色 动 力学 的 基础 是 杨振宁 、 米 尔 斯 的 规范 场 理 论 , 而 杨 - 
米尔 斯 规范 场 是 量子 电动 力学 的 推广 。 关 于 规范 场 理 论 将 在 后 
文中 专门 讨论 。 在 量子 电动 力学 中 光子 场 A,, 和 电子 场 y 的 拉 格 
朗 日 密度 为 


其 中 
9 - lg lg 
Rs — A = 24. 可 一 ieA 村 
9x, ox, { EE g 
式 (6.78) 中 的 工 对 规范 变换 ; 
A (6. 79) 
六， | 
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是 不 变 的 ;这 里 9 为 与 z, 无关 的 实数 ,其 不 变性 导致 电流 
ju = iey” yy 
守恒 2 二 0。4 对 规范 变换 ; 


| J —> yexpl— i (zx)] 


(6. 80) 
A, =A,—T (zx) 


A 


也 是 不 变 的 ;这 是 一 种 定 域 不 变性 ,9(zx) 取 决 于 过; 杨振宁、 米尔 
斯 的 理论 就 是 式 (6. 80) 思 想 的 推广 。 


设 存在 两 种 场 ,一 种 是 自 旋 方 的 同位 旋 空 间 的 旋 量 场 y= 
(路 一 种 是 在 同位 旅 空间 和 四 维 空 时 均 为 矢量 的 规范 场 w,, 其 


拉 格 朗 日 密度 为 
1 


%—— 本 Ye 一 大 yi (yD, tm y (6. 81) 
式 中 
We 
. i (6. 82) 
D, = aX 一 BT， VV, 


这 里 ft 二 (ni ,rw ,ri) 为 2X2 的 泡 利 矩阵 矢量 ; 


tr(tr;) = 20, 
| ,T; | = ZE (6. 83) 


{t,t} 一 EC 二 wr? Es 26; 


定义 
V, 3 到 A Vs 
| (6. 84) 
V, 三 二 7 时 Vy 


式 (6.78) 写 成 
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艺 王 一 FV a Vn? 一 小 DD, tmy 


(6. 85) 
D, = Ba 一 雪人 多 
式 (6.85) 中 的 区 对 规范 变换 ; 
V, —> uV ul pa 
| 8 Ix (6. 86) 


是 不 变 的 ,其 中 ee 为 2X2 方 了 泗 。 对 于 无 穷 小 
变换 
4 一 1 一方 讶 "0 (0 为 无 穷 小 量 ) 
在 此 变换 下 ,保留 9 的 一 次 项 ,得 到 
wut = (1 


yt 0) 上 t*V, (1 十 记 *0) 


一 亿 十 去 r。 (OXV,) 


于 是 


二 
EE dx, 


今 将 规范 群 由 SU(2) 推 广 到 SU(3)。 取 uu 二 u(x)ESU(3), 为 3 
X3 方 阵 且 wu* wu 二 1、detu 二 1;wu 可 以 盖 尔 曼 和 矩阵 A 表示 : 


(6. 87) 


0 做 一 才 
> 0 A | 时 而 
0 0 0 你 你 站 
由 通 交 0 9 1 
0 = 0 = |G 0 TD 
0 0 0 1 050 
0 0 0 0 0 
A > a 
i 0 ld 
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1 
== 0 0 
0 0 V3 ] 
| X%*=|0 去 0 
0 i 0 V3 ] 
0 0 一 
V3 
为 埃 尔 米 特 的 并 无 迹 ， 
A 一 一 pp 
| (6. 88) 
另外 
tr(AM’) 一 262 
[9 we | = 
{xr} 一 2d24r 十 入 (6. 89) 


其 中 /we 为 全 反对 称 的 .we 为 全 对 称 的 。 无 穷 小 变换 可 以 写成 
一 1 十 六 一 于 il。 
a、9" 为 独立 的 无 穷 小 参数 。 依 detu 二 1 知 a 二 0, 故 
w 一 1 一 去 XO" (6. 90) 
依 wiwu 王 1 知 (0*)* = 二 0*, 故 SU(3) 群 的 元 素 包括 8 个 实 参数 。 


在 量子 色 动 力学 中 规范 群 为 SU(3) ,其 元 素 v 为 颜色 空间 的 
变换 。 考 虑 两 个 场 : 一 个 是 夸克 场 ys ,而 g 一 ud、s、c… 是 味道 指 


标 ,a 二 1、2、3 是 颜色 指标 ;一 个 是 规范 场 ,而 < 一 1.2.3、4、5、6、 
7、8 是 颜色 指标 。 置 
1 a a 
WV 二 24 Vs 
1 BW a . 
Vy, 一 4 Ve, az 人 5 ig[V, ,V,] 
利用 


一 放 [V,,V,] = 一 开放 De ,XJV2V; 
= Xf VV: C8, 91) 
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有 


证 dV ~ 9Ve abc 7bY7c 
Wh = he Be (6. 92) 


量子 色 动 力学 的 拉 格 朗 日 密度 为 
多 = 一 tCV, = Dy 


(6. 93) 
式 中 
骸 
9 
ys de ya D, = Be mass igV, (6. 94) 
gy 
式 (6. 93) 中 的 对 规范 变换 : 
Ve uVu 一 上 St 
8 9x, (6. 95) 
多 一 My/ 


是 不 变 的 。 
事实 上 , 先 命 与 zz, 无关, 这样 规 范 变换 可 变 为 
V,— WV = uV ut 


因此 
WE 2 和 Blavl= 
同时 
站 二 一 iuVait jw = br —igV, )y 
或 
商 坟 二 (6. 97) 


从 式 (6. 96) 式 (6.97) 可 导致 XY 在 规范 变换 下 的 不 变性 。 
再 令 w 一 1 一 去 座 (9 (zx) 与 zx, 有关, 这样 作 (zx) 为 无 穷 小 量 。 
如 同 在 SU(2) 规 范 场 情况 ,证 明 的 不 变性 。 在 规范 变换 下 ， 
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+ 工 du + 
V > uVu J 
8 oT 


oF 


dg 元。 


一 Wg (6. 98) 


推出 


Vi > uV ur ig| 2 ， | 
A 


-一共 [Vs = 了 下 + Be [= i )[X° a] 


9 
DT， 
同时 Dy 变换 如 下 


(= dig) Vt 99) 


py pwtE (dee 


一 雪人 3 )y = uwy (6. 100) 
表明 当 4 与 x 有关 时 Y 在 规范 变换 下 具有 不 变性 。 
6.8 袋 模型 


如 果真 空 的 色 介 常数 x ~>0, 那 么 围绕 夸克 形成 袋 ( 孤 粒 子 
解 ) 。 当 袋 内 夸克 处 于 色 单 态 时 袋 的 质量 有 限 并 使 夸克 脱离 袋 时 
需 作 功 无 限 。 强 子 可 以 当 作 无 色 的 袋 。 
取 强 子 内 部 真空 的 色 介 常数 心 二 1(! 为 强 子 
半径 ) , 强 子 外 部 真空 的 色 介 常数 c- 或 为 零 或 远 
小 于 1, 如 图 6.5 所 示 。 由 于 色 介 常数 c 与 空间 
位 置 有 关 , 因 此 根据 相对 论 , 可 认为 它 是 空间 -时 
间 坐 标的 函数 , 唯 象 地 说 其 为 一 种 场 , 这 样 < 为 唯 
象 标量 场 , 事 实 上 它 是 长 程 有 序 场 。 图 让 
今 定义 唯 象 标量 场 o， 


0(z) cc 1—xk(r) 


“ZHl “。 


或 


gly SE gs — KE (6. 101) 
] 一 Ke 
式 中 oo 对 应 于 真空 的 情况 。 因 此 ,法 0, 故 
o(X) = oo[1— k(x)] (6. 102) 
以 量子 色 动 力学 为 基础 的 唯 象 拉 格 朗 日 密度 为 
1 省 
区 = 一 FeV Vs, —# D+ fe 二 一 全 人 Wt 
(6. 103) 
式 中 yy 为 夸克 场 ,规范 场 Vi 包括 在 Vi,、D 中 ， 
a 9 _ We pe 7b NTe 
0 < 
(6. 104) 
四 二 和。 a a 
D, Br， 2 ‘BX Ve 


x 为 盖 尔 曼 和 矩阵、f* 为 SU(3) 群 的 结构 常数 ;势能 U(o) 在 o 二 oo 
处 有 最 小 值 ,在 o=0 处 有 极 小 值 如 图 6. 6 所 示 。 


U(go)=0 
Ukoi =p 0 
Ul(o) 


图 6.6 


假定 U(c) 的 非 线性 程度 很 高 ,从 而 使 袋 的 边界 厚度 很 小 。 
当 忽略 交换 规范 场 量 子 效 应 时 得 到 零 级 近似 。 这 样 强 子 可 
用 只 包括 o 场 .y 场 的 简单 的 孤 粒 子 模型 描述 , 式 (6. 103) 变 为 


= L052 ， 


一 一直 (> a 二 万 十 m)y 一 (到 ) 一 To) 


(6. 105 ) 
相应 的 哈密 顿 密度 为 


X= [Fe: V+Bem 十 fo) |y 十 喜 民 十 诗 (Vo)* 十 U(o) 


(6. 106) 
其 中 为 与 c 共 轿 的 动量 。 因 为 o 是 描述 量子 色 动 力学 长 程 集体 
效应 的 唯 象 场 , 其 高 频 部 分 不 存在 ,所 以 可 不 计 o 圈 图 仅 保 留 o 树 
图 。 这 类 似 于 准 经 典 近似 ,为 此 把 c 视 为 经 典 场 ,但 对 光量 子 化 。 
设 gj” 是 符合 方程 


[二 eVY 十 PROm 十 万 ) |p” = 十 syg 记 (6.107) 


的 解 ,of 的 上 标 正 、 负 号 对 应 于 等 式 右 端的 正 、 负 号 ,这 里 e 二 
0 并 
0 过 a 
式 (6. 107) 的 每 个 解 g1n, 必 有 男 一 个 解 gt/ ”对 应 ,它们 本 征 值 大 
小 相等 .符号 相反 ,这 与 c 场 的 C 宇 称 为 正 密切 相关 。 
证 明 : 设 gi 为 式 (6. 107) 的 解 ， 


| =a 。 por 由 一 eg 多 (6. 108) 


对 式 (6. 108) 取 复 共 斩 , 然 后 上 式 乘 y; ,由 YBy; 二 一 入 和 访 的 一 
cx" 二 o 知 


[Fe * V+ Bm + fo) [yg 一 一 sysygf (6.109) 
于 是 每 个 gi* 对 应 另 一 个 解 ， 
9 人) = yp (6. 110) 


ee 符号 相反 。 
G1" }) 为 完备 的 正 交 归 一 的 C 数 函数 系 ,利用 它 展开 量子 化 
pd 
= Sai" +olq)t go] (6.111) 


“ 3 = 


式 中 < 为 色 指 标 、d 为 味 指标 、ai(q) 、b;(g)" 表示 夸克 淹 灭 算 子 、 反 
夸克 产生 算 子 ,它们 满足 标准 的 反对 易 和 关系 。 使 用 oz 9) 、 
bi(gq)” 可 以 构造 强 子 的 状态 矢量 ,它们 都 是 色 单 态 。 如 
| 六 07 
bY) ee aolu)t bladyt | 0) 
ai .01 的 下 标 0 表示 与 g5 站 了 、G ”对 应 ,G4 为 4 二 Si、J. 二 


土 广 的 解 。 依 gf: 的 正 交 归 一 性 ， 


(6. 2 


| | V+ Bm + fo) jydr 


=as(g)! as (gq)eo — bs (gq)bs(g)T eo 十 …… (6. 113) 
结果 
| (|: 231)dr = Ne(o) +| [去 二 (V0) + UG) |r 
(6. 114) 


式 中 |) 为 最 低 质 量 态 的 强 子 态 和 撩 量 ,e(o) 二 eo(o);NN 是 强 子 中 夸 
克 、 反 硅 克 的 总 数 。 对 于 介子 N= 二 2, 对 于 重子 N=3, 在 最 低 质量 
态 中 应 有 x 二 0, 即 o 场 静止 。 再 依 


6 H 3 3 = 
立 | (| wr yi (6. 115) 
推出 

co 十 是 U(o) =——N gelo) (6. 116) 
另外 ， 


| We 。 Y 二 Bom 十 万 ) |pd'r = e(0o) 
9 二 9 ,将 上 式 对 o 求 变 分 ， 


i 道 
fp' By = selo) (6. 117) 
式 (6.117) 代 入 式 (6. 116)， 
-Vo+ 守 /Ny' Bp (6. 118) 
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从 式 (6. 108) ， 
[Se * V+Bmt+ fo) |p— ep (6. 119) 
令 势 能 形式 为 
UD = ph gm “十 妆 0 二 入 fo 十 … (6, 120) 


定 民 为 强 子 半径 二 ~mw( 核 子 质量 ) , 设 poR 一 an 并 认为 U(o) 


曲线 曲率 很 大 ， 

ms 之 mn 
同时 所 有 非 线 性 系数 4、X、… 均 很 大 ,在 图 6.6 中 曲线 变化 很 陡 ， 
在 强 子 内 部 o 只 能 在 so 二 0 附近 小 范围 内 变化 ,否则 系统 能 量 达 不 


到 最 低 , 这 样 U(o)s 本 lo2。 又 Yazo~ 扎 ,有 


全 U(o) ~ mo S|— v6| (6. 121) 
从 式 (6. 118)， 
s — ENg 条 (6. 122) 


式 中 史 \ 很 大 ,而 二 一 OG)。 将 式 (6. 122) 代 入 式 (6. 119)， 


1 瑚 
te * V+ Bm ne pz) |p = ey (6. 123) 


式 (6. 122) 表 明 唯 象 场 c 由 夸克 产生 , 即 夸克 是 o 场 源 , 反 过 来 o 
场 又 把 夸克 束缚 在 强 子 内 。 这 类 似 于 固体 物理 中 的 极 化 子 。 在 
离子 唱 体 中 电子 和 等 离子 波 有 强烈 的 相互 作用 , 反 过 来 它 又 将 电 
子 束缚 在 该 场 内 。 当 电子 运动 时 带 着 周围 的 等 离子 波 共同 运动 。 
强 子 的 边界 由 场 的 源 为 零 定 义 ， 
后 pp = 0 (6. 124) 
在 强 子 边 界 上 (x 一 R) 依 式 (6. 124) . 式 (6. 118)， 


V6 一 守 一 0 


“20505 » 


就 U 变化 而 言 ,R 是 很 大 距离 , 强 子 边界 可 以 当 作 平 面 ,于 是 V “o 
Eo 


一 -0 C6. 125) 


积分 ， 
二 ( 折 ) 一 二 (6. 126) 
式 (6.126) 有 一 维 拓 扑 性 孤 粒 
子 解 。 由 特征 能 量 (m,) 很 大 “ 
知 , 上 式 在 孤 粒 子 的 边界 层 内 “ 
o 的 变化 很 陡 , 所 以 边界 厚度 6 I 
安 R, 如 图 6.7 所 示 。 1 
强 子 的 表面 能 E, 为 
Ek, = =~(Vo): 二 +U(o) ldir 
[eto 


=4nxR’s 


oo R+5 
:= 中 Uar~2| Uo dr 
k R 
(6. 127) 
2 
起 (6 127) 中 的 因数 2 源 于 考 ( 衬 ) 二 U(o)。 在 强 子 内 部 命 


p=er 
一 和 下 起 (6. 128) 


并 设 夸 克 质 量 m= 二 0, 把 式 (6. 123) 化 成 


[ja .Vv— (ot BB)B |® 一 6 (6. 129) 


对 于 S4 轨 道 的 夸克 ({J-= 土 广 ), 取 


= [ i = (,) or () (6. 130) 
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这 里 ww 一 x(o) .v 一 v(p) 为 待定 函数 ,po 二 -为 p 方向 的 单位 矢 


Ip| 
量 ,由 于 
Foe VB= | 1 加 (6. 131) 
- 他 
—ig* po— 
po dp 
因此 从 式 (6. 129) 得 到 
i 
gd (6. 132) 
ob 


对 式 (6. 132) 可 做 数值 计算 。 当 p>0 时 wvw>0、u>u(0), 对 于 从 0 
到 wu.( 临 界 值 1. 7419) 之 间 的 任何 x(0), 式 (6.132) 都 有 解 。 从 9 
二 0 到 po 二 po。 直接 积分 即 得 到 该 解 。 对 po 一 cm ,有 xm ) 一 zCo ), 故 
满足 边界 条 件 式 (6. 124)。 强 子 半径 


工 二 总 (6. 133) 
€ 


可 取 x(0) 或 以 
17 | p+ Bd'p = | (ww)dp (6. 134) 


p< P<po 


作为 式 (6. 132) 解 的 参数 。 当 wu(0) 一 0 时 n>0, 当 wu(0)==u. 时 n 
一 oo, 这 两 种 情况 如 图 6. 8 所 示 。 
对 n>0, 可 不 计 uv 的 非 线 性 项 ; 式 (6. 132) 变 成 


dz | 2v 
do p 
dz_, 
dp 
这 组 方程 的 解 为 
uoc jolp) = me 
pe 
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nn 
-一 =3.53 6 
全 3.33X10 


v oc J(p) = HP — Osp 
p’ 


O 
对 po 一 oo,x(Co 一 (om) 或 jo(o) 王 Jo), 故 mm 二 2.0428, 同 时 
_ 2.0428 
R 


4 n>co 时 oo 二 ] ,因此 


孤 粒 子 解 类 似 于 介质 (真空 ) 中 的 气泡 ( 强 子 )。 强 子 质量 由 参数 
psn 决定 。p 由 式 (6.120) 给 出 ,代表 介质 对 气泡 压强 ;表面 张 
力 :由 式 (6. 127) 给 出 , 它 是 因为 在 穿 过 孤 粒 子 界面 o 从 0 变 到 m 
引起 的 ;n 确定 气泡 内 气体 的 压强 , 它 是 因为 夸克 的 动能 和 的 激 
发 引起 的 。 零 级 近似 的 强 子 能 量 可 表达 成 


Noo 


M=M = + ER p+ dnR’s (6. 135) 


6.9 核子 级 联 过 程 


核子 级 联 是 因为 高 能 核子 贯穿 原子 核 引 起 的 ,贯穿 原子 核 的 
核子 导致 更 多 核子 的 形成 ,并 与 介质 的 其 他 原子 核 碰撞 。 本 节 分 
析 核 子 级 联 的 随机 性 ,尤其 是 一 维 情形 。 为 方便 在 核子 级 联 中 只 
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考虑 一 种 类 型 的 粒子 ,这 样 不 必 区 分 中 子 、 质 子 。 

假设 所 有 高 能 核子 的 碰撞 只 发 生 在 两 个 核子 之 间 , 当 能 量 略 
大 于 10"eV 时 核子 -核子 碰撞 将 是 非 弹 性 的 ,产生 一 个 反 冲 及 一 
个 次 级 核子 ,并 以 一 部 分 能 量 损失 于 介子 的 形成 。 所 以 当 一 个 能 
量 为 Eo 的 核子 与 一 个 静止 的 核子 碰撞 时 ,Eo 二 Ei 十 Ez 十 E,, 其 
中 EI 、E: 是 次 级 核子 、 反 冲 核 子 的 能 量 ,E,, 是 原核 子 由 于 生成 介 
子 而 损失 的 能 量 ,其 几率 为 


wl ;E; ;Eo) dE dE, = | 


PE E je dE, 
Ey Eo/ Bi 


有 


El 
+ FE E\dEdE, _ al 
ab wl |) Et (常数 ) 


于 是 总 截面 和 原 能 量 ,次 级 能 量 无 关 。 函 数 we( 全, 合 ) 的 性 质 如 
下 ; (1) 因 为 碰撞 后 产生 的 反 冲 核子 ,次 级 核子 无 法 区 分 ,所 以 
人 ( 生 ,后 ) 关 于 EE 、E 对 称 ; (2) 当 已、 已 之 一 为 零 或 E 时 


(天 ' 并 )-0. 又 马 +E<B 且 ww( 有 ' 匡 ) 为 FE 定 


对 于 在 均匀 核 材料 中 的 级 联 , 设 它 是 由 一 个 单位 能 量 的 入 射 
原核 子 导 致 的 。 取 
Fi(eivez eastdeldez…de 
表示 在 均匀 核 材 料 的 深度 上 处 ,有 OE 


子 而 其 他 处 没有 任何 核子 的 微分 几率 征 6 一 去 ,FP (elves en 
四 满足 扩散 方程 
FF E29°°"9En ;Lt) = nF, (el 9E2 ”En ;1) 


1 
+| Fi(el ,ese 2 Es Dw( 旦 ， le “de 巡天 
本 开业 E 


《6. 136) 
“ 2Z59 。 


式 中 撤 号 表示 n 一 2 个 能 量 比 e' 既 不 包括 ei 、 也 不 包括 se ;而 
F (el 3?E2 ,En;t) =f,(1)A, le »€2 "En) (6. 137) 


1 1 
fl2) = | | Fe ,652 enit)deldes…de。 


一 exp( 一 四 [1 一 exp( 一 切 ] 一 ! (6. 138) 
式 (6. 138) 为 在 上 处 ?个 具有 任意 能 量 粒子 的 几率 。 显 然 f, (2) 为 
具有 参数 4 二 1 的 Furry 分 布 ， 
Sy = 


n=0 


表明 2 (eis €2, 0 ea;1t) 可 归 一 化 为 Ts 从 式 (6.136)、 式 
(6. 137) 知 
A (el 3?E2 Fen) 


ed re, & a) 
71 Am (ee, ‘eare) we a k de (ZR) 


(6. 139) 
置 Ms »52 9 95n) = MUA, (el 9E2 ,… ,en )), 依 式 (6. 139) 
WM G8y ws ss 5) 


-A Ws Me Cs ss 5 2351 十 54) (6. 140) 
这 里 
1 ri 
Ws,s:) 一 | ee we ,er) de,des 
设 级 联 是 由 单个 能 量 为 E。 的 核子 在 1 二 0 处 开始 的 ,得 到 初始 
条 件 


Fi(e;0) = Ai(e) 一 SC 一 e) (6. 141) 
因 Mi Cs) 王 1, 有 式 (6. 140) 的 解 为 
2 一 1 


Ms1,52 sn) a An (sis52 9 3,5n) (6. 142) 


(an—12! 
其 中 


Co) 一 [TO Wis ts) (6.143) 
3 其 
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式 (6. 143) 中 >， 表示 对 & 十 1 个 变换 变量 (9 ,ss 十 … 十 


s) 每 次 取 两 个 所 得 的 一 切 组 合 求 和 。 
由 式 (6. 143) ` 式 (6. 142) 式 (6. 138) 并 利用 Mellin 变换 的 反 
演 定理 ,得 到 解 


7 一 
F, (el 7E2， ”En ;区 一 2 9 2 0 (6. 144) 
一 | 
一 ] | 5 el Gi 
六 ~ (2xi)” 可 一 ci 一 ic er En del de， (6. 145) 
为 Mellin 逆 变 换算 子 。 


从 已 (seenib 可 以 求 出 在 上 处 有 7 个 能 量 大 于 或 等 于 
eE。 的 核子 以 及 任意 数量 的 能 量 小 于 eEo 的 核子 的 几率 B(e,n; 
1) 为 


Dle,n;t) 一 ei dei* | de| de 5 


1 
| Fi (eres ss€E1n 3t) de (6. 146) 
0 


对 于 在 有 限 吸收 体 中 的 级 联 , 令 
H. (EosyEi,",E,;t)dErdE;™dE, 
表示 一 个 能 量 为 Eo 的 原核 子 在 到 达 深 度 上 处 产生 的 ”个 能 量 位 
于 区 间 (Ei,Ei 十 dE,) 内 的 核子 的 微分 几率 。H, (Eo; El,…,E,; 
四 满足 扩散 方程 


FH.(EosE, pay .Wy = CR BL 


> Fae ， ,E) Hn (Eo ;En ,EF, ;1) (6. 147) 


= (DD 


式 中 》) 表示 把 能 量 EE 、… 、 已 , 分 成 (EY,…,E,) 和 (E41，…,EE,) 


(D) 
两 部 分 后 对 所 有 组 成 求 和 。 函数 Qi CE …，, 五 ) 为 
QE ,bE,) = NC(yYAa)F(E,,…,E,;t) (6. 148) 
式 中 F(E, ,由 式 (6. 144) 给 堪 , 且 


Ne 党 外 dx 
0 YA 
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上 式 中 ys 定义 成 当 一 个 核子 沿 一 个 原子 量 为 A 的 原子 核 的 直径 
穿 过 时 所 经 历 的 平均 碰撞 次 数 。 依 式 (6. 148) 得 到 的 Q (Eo;E， 
…, 上 上 ,) 为 核子 -原子 核磁 撞 的 截面 。 今 用 该 截面 替代 核子 -核子 
碰撞 的 截面 wlel,e2)o 苟 将 Q (Eo;E!, …,E,) 归 一 化 为 1, 则 以 
深度 上 所 述 吸收 体 的 相互 作用 平均 自由 程度 量 。 命 

R, (ei yyvens bp) 


=| dE-| dE,| exp(— pt)el “er H, (Eo;E!,**,E,;t)dt 


(6. 149) 
Nlsi yi 
=| “dE, | sh gi A sees BE IE (6. 150) 
0 0 
以 及 
Eh 
Ya 
则 扩散 方程 式 (6. 147) 满 足 初始 条 件 
Hi(E,;E;0) 一 CE 一 下 ) COa 151 


的 解 
H,(Eo;kE! ,°F,;1) es Er"K»* R,(s CE (6. 152) 
其 中 K; 为 作用 在 能 量 比 的 n 重 Mellin 闭 变 换 上 的 拉 普 拉 斯 逆 
变换 。 R,+ 1 确定 为 
及 二 pF ELEN 加 
《sa0-DH Sa0) SDH 十 十 Satl) 
pp 十 Laq(j) 十 1jh 
式 中 (1) >) 表示 对 n 的 2”! 个 组 成 求 和 ,c 是 组 成 n(1)、…、 


C6 53) 


n(m), 而 Dn0) 三 m ,m 为 核子 -原子 核 碰撞 次 数 ; (2) gq(j) = 
1 三 ] 


> >n(O .gq(0) 二 0 并 从 (1) 知 glm) 二 n;(3) 》) 表示 对 所 有 从 

i=1 人 

q (0) 十 1 个 符号 51° Sg)) 十 5 二 中 每 次 取 芳和 了 个 的 
= 062 。 


A nt 7) 二 1 a 
组 合 数 为 ”| 1 ) 的 组 合 求 和 。 
记 G(CEu; 开 ,ii 表示 在 深度 上 处 有 7 个 能 量 不 少 于 上 的 核 
子 以 及 任意 数量 的 能 量 小 于 到 的 核子 几率 ， 
o(EiEiniD = >) rer], dB] dE| dE 


| Han (Es Es Ennsd) dE (6. 154) 
最 后 讨论 核子 级 联 的 涨 落 。 今 从 扩散 方程 计算 各 阶 矩 。 先 分 析 


均匀 核子 材料 中 的 级 联 。 命 Si (e,1) 为 式 (6.150) 给 出 的 分 布 函 
数 Bl(e,n;t) 的 & 阶 因子 和 矩 。 依 定义 ， 


i Ge,k t+ i 6 1 
l=0 
而 又 
1 1 
Ses 坊 三 | de Ch(el etit)deg (6.156) 
这 里 
了 CeGe 9 sy —— kC (ers er;t) 
Lk 
+| Pe evei0 硬 (各 je de 
+|. D/Ceilelr meer ,2 je de C6.159) 
0 Th € E 
式 中 /天 关上 且 


= st 
而 二 小 [Lz(elye) 十 记 (eysl) Jdel 


Ci(e1，… ,er;t) de1…des 表示 深度 t 处 有 个 位 于 区 间 (ee 十 
de,) 内 的 核子 以 及 任何 数量 的 具有 任意 能 量 的 核子 的 几率 。 寿 已 
知 Ci(el,…,e4;1), 则 由 式 (6. 156) ,对 Ci (ei,…,ei;1) 的 & 个 能 量 
变量 积分 即 可 得 到 矩 Si(e,t)。 式 (6. 157) 的 解 为 

Cr(e1s° 9€43t) = KeVil(ss*" ,se p) (6. 158) 


» 263 * 


其 中 


Valsis" ,SHH1;p) = 


pialsi 十 se) 

LT Te 二 本 和 (6. 159) 
力 十 Ga) 十 … “wl? aa "ty 

式 (6. 158) 中 K 为 作用 于 Vi(si,…,si;p) 的 有 重 Mellin, 逆 变换 

上 的 拉 普 拉 斯 逆 变 换 : 


1 wha .| ep [= (si 十 … 十 %)] 


(2rz) Clic 51 Cio 
i a i 
0)。 另 外 , 式 (6. 159) 中 >) 表示 对 j 十 1 个 变量 mw sa 十 


2 
…+s 每 次 取 两 个 的 组 合 数 为 ; | 1 的 组 合 求 和 。 于 是 由 式 
《6. 156) ,& 阶 矩 Se(e ,2 为 


Et (6. 160) 
对 有 限 吸收 体 中 核子 级 联 的 情况 , 阶 因 子 矩 为 


TE Ey = 3 CE Dg B+ ty C6.161) 

jl 

式 (6.161) 中 $ 由 式 (6.154) 给 出 。 这 时 
Td = | dE) TEN ,Est)dE, 

E E 
(6. 162) 
这 里 Ji(Eo;E,*, Ei;t)dE*…dE, 表示 一 个 能 量 为 E。 的 原核 子 
引起 的 在 深度 1 处 有 k 个 能 量 位 于 区 间 (E,,Ei 十 dE,) 内 的 粒子 以 


及 任意 数量 的 具有 任意 能 量 的 粒子 的 几率 。 J (Eo ;Ei Wy FE ;这 2 
满足 扩散 方程 


FJ EsE, ss Est) —— MJ (Evi Es ,Est) 


+ 立 立 并 音 辣 | , 训 d|， 6 d5- 


j=1 (0) 


Q (esE' 2 es “ey em (EosErn ys Ey sest) 
《6. 163y 
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式 (6.163) 中 >， 表示 对 所 有 将 已、…、Ei 分 成 (CE ，…,E4 1) 及 


(DD 
(ir1，,…, 忆 4) 两 部 分 的 组 成 求 和 。 式 (6. 163) 的 解 为 
Ji CEosE ,°° ,EF,;t) 3 BRK? Yi »*** 5g3p) (6:; 164) 


oo. 二 . -一 1 和 
Yuilsis SAH p) pp 十 hlsi 十 … 十 se) 


3 > > Bi 人 ) ”939q0) ，5qC) 十 1 十 叶 “… 十 Cy 
P 二 hCGsi) 十 一 十 hsoo0)) 十 hsoopn 十 十 se) 


(6. 165) 
BiCs1 ses) = | de 和 | eeep N Cyn) Crde, 
1—[1+ Yaa(s) Jexp[L— Yaa (s)] 
[yaa Cs) 
式 中 的 符号 意义 与 式 (6. 153) 中 的 相同 。 
从 式 (6. 164) 、 式 (6. 162) 得 到 阶 因子 矩 

TE;E;t) = Ki Ys ,si;p) (6. 166) 
现在 考虑 JanossyG- 方程 。 记 G(e,z;i1) 为 几率 Bl(e,z;1) 的 母 也 
数 ,而 B(e,n; 四 是 由 一 个 能 量 为 Eo 的 原子 核 引 起 的 在 深度 上 处 
有 nn 个 能 量 大 于 eE。 的 核子 的 几率 。G(e,z;t) 满 足 积分 方程 


a 


h(s) ] 一 嘱 


G(§,z37)G (5 ,zsr)wle’ se) de’de’dr (6. 167) 


令 Si(e,t) 表 示 Bl(e,n;l1) 的 & 阶 因子 答 ,Janossy 证 明 当 0 过 e 过 1 
时 它 符 合 


1 Lr /天 E 
Slant) =| exp—eG—D]| |, > (,)s. (Sr): 

Si (Ssr)wle’ se ) de de’'dr + exp(—at) (6. 168) 
并 So(e,?) 二 1。 若 考 虑 平均 数 的 积分 方程 , 则 


mlesiy =| exp[—at = 2]| | [m( 志 't) 十 m( 己 :7) | 
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wle’ ,e )de de dt exp(— at) (6. 169) 
式 中 (ee,?) 二 Si(e,t)。 类 似 地 可 以 求 出 2 阶 因子 矩 的 积分 方程 。 
从 这 些 积分 方程 的 解 可 以 得 到 级 联 中 核子 数 的 平均 数 与 方差 。 
当 0<e 过 1 时 阶 因子 矩 可 写成 
Sile,t) = exp(—ak)W(e,k) 


: 0 (=o) 

lim[ exp(At) Sr le,t)] -hg 从 a (6. 170) 
这 里 a 为 核子 - 核子 碰撞 总 截面 。 由 于 式 (6. 170) 对 二 1 成 立 ， 
因此 上 述 论 断 表明 核子 平均 数 的 渐 近 性 态 及 其 对 总 截面 的 依赖 
性 。 命 

Tl(e,s;t) = 1—G(e,s;t) 
可 以 证 明 对 0 二 e<e ,有 
im ee 

式 (6. 171) 的 意义 在 于 :对 于 很 大 的 吸收 体 深度 ,如 果 至 少 检 测 到 
一 个 能 量 大 于 e 的 核子 ,那么 可 以 确定 级 联 的 核子 能 量 位 于 区 间 
(s,e 十 des) 内 。 置 


(6 171» 


Ble,n;t) 
DJ Ble,m;i) 
1= 1 


mi 


"(en;7) 为 在 深度 1 处 已 知 至 少 有 一 个 能 量 大 于 e 的 核子 的 条 
件 下 nn 个 能 量 大 于 e 的 核子 的 几率 。 事 实 上 ， 
limG* (en;t) 一 | he (6. 172) 
i 0 {2 
式 (6. 172) 要 求 s 盖 0; 其 意义 是 :对 于 很 大 的 吸收 体 深 度 , 如 果 至 
少 有 一 个 能 量 大 于 e 的 核子 ,那么 可 以 确定 只 有 一 个 核子 。 对 于 
大 ,可 把 式 (6. 172) 的 结果 用 几率 分 布 函数 @Ch,e;2) 写 成 
[ee 一 1 


号 ” (e,n;t) 一 


加 (se,1;1) ~ Sile,t) = mle,t) (6; 173) 
Ble,n;t) = o(Ble,sl;1t)) (n> 1) 
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以 上 结果 代表 对 大 且 有 限 的 深度 所 做 的 近似 。 而 且 
下 st 六 Si 人 si 


(6. 174) 
Blesn;t) 一 0CG(e,2;1)) (2 之 3) 
一 般 地 ， 
Dle,n;t) -Be 
nl (6. 175) 
Blesn;t) = o(Blesm;t)) (n>m,e > 0) 


式 中 nm 二 1,2,…。 
用 @(Eo;E,n;t) 表 示 在 深度 1 处 有 nn 个 能 量 大 于 E 的 粒子 
和 任意 数量 能 量 小 于 EE 的 粒子 的 几率 ,于 是 


x ox x E 
BEssE,nt) = 2) di] de) dE,) dE | Hs 


l=0 
(EosEry™, Ernst)ydE, (6.176) 
) ) 1 

T(E En) = GE, ;Entjst) 66, 177 
j=0 导语 


J (Eo;E Et) = 二 | do dE a 
fo RU 0 
HEosE ,Fs;t) (6. 178.) 
式 (6.177) 代 入 式 (6. 176)， 


i (EoyEst) 之 而 2 dE 2 dE ,dE 


i Fats (bBo ;El Ee Ey ;t) dE 
0 


(6.179) 
取 /二 =k 一 j, 式 (6. 179) 变 为 


T,(EwsE;0) =| dB dE, > 让 | dE 
| HalEosBisee EnsDdEm (6.180) 


从 式 (6. 178) 得 到 
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T(Eo;E;t) = | dE (Eos Es, En)dE, 


(6. 181) 
式 (6. 181) 给 出 了 用 分 布 函数 J (Eo ;Fl，… ,上 ,;1) 通 过 对 nn 个 能 
量变 量 积分 表示 的 第 ” 阶 矩 。 函 数 几 由 式 (6. 164) 确 定 , 故 分 布 
函数 的 矩 可 不 用 JdonssyG- 方 程 得 到 。 
定义 J《(EBi,…,E,)dEl…dE, 为 在 区 间 (E,E,+dE,)(!l=1， 
2,…,n) 内 有 一 个 粒子 ,同时 其 他 能 态 无 粒子 的 几率 ,并 且 
dBi,",E,) = Pl(n) fe” (CE 有 (6. 182) 
式 中 P(n) 为 在 整个 能 量 范围 内 有 nn 个 粒子 的 几率 ,f1” (Ei， 
…,F,) 为 在 整个 能 量 范 围 内 有 个 粒子 条 件 下 的 nn 次 乘积 密 
度 , 而 


Fi se j= rer | (Eis, EdE.dE,s 


El 


(6. 183) 
【 例 6.1】 求证 正 、 反 粒子 的 质量 相等 。 
证 明 : 取 |e ); 为 物理 。 在 其 静止 系 中 的 态 ,m 表示 自 旋 在 
z 轴 的 分 支 J- 的 本 征 值 : 
Ji|e);,=m|e), @ 
因为 29H != 二 有 H 且 989=CPT( 或 PTC、TCP 等 ), 所 以 Ge ); 也 
为 互 的 本 征 态 。 依 


TT =—J © 
式 @ 中 的 角 动 量 算 子 为 
= | (Fr XV+o)ydr 全 
知 
F|e), = exp(i0) | er) ,, 由 


于 是 质量 M.- .M.:* 的 关系 为 
M,=《e |Hle);,= (| Hile» 
= te | .SZ | ,|e = Wt 
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即 


Me- = Mr © 
显然 质量 与 = 分 支 的 自 旋 m 的 符号 无 关 ; 同 理 ， 
M,= M， © 
‘RK° | HI KY 一 《天 "| HI|K'S D 
实验 表明 
Tx ® 


式 中 AMx 为 K" 、K" 的 质量 差 。 

以 上 的 证 明 是 非 微 扰 的 ,包括 了 强 相互 作用 、 弱 相互 作用 、 电 
磁 相 互 作 用 的 影响 。 

【 例 6.2】 估计 氢 原 子 半径 a。 


解 :因为 波长 与 4 同 数量 级 ,所 以 动量 与 二 同 数量 级 。 能 量 巨 
可 估计 为 


求 其 最 小 值 ,从 生 一 0 得 


& 三 和 (0 
这 就 是 玻 尔 半径 。 利 用 精细 结构 常数 
所 ~ @ 
反 质 子 、 介 子 质量 
网 A 1800m, 


l © 
Mm 人 8 
推出 
aNc5X10 cm @ 


注意 在 量子 电动 力学 中 的 三 个 重要 长 度 值 
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玻 尔 半径 为 二 
ome 


ho © 


的 经 典 半径 为 

【 例 6. 3】 估计 强 子 pxp、… 病夫 水 . 

解 :由 于 最 小 质量 的 强 子 为 x 介子 ,而 强 相互 作用 的 看 合 党 
数 一 1, 因 此 在 强 相互 作用 中 的 估计 可 如 [ 例 6.2], 但 以 m; 代 m,、 
1 代 a, 于 是 一 般 强 子 的 大 小 一 二 一 10 “em(1fm)。 此 估计 可 与 
实验 测 出 的 质子 的 电磁 半径 


rp 全 0. 81(fm) 
相 比 较 。 
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7 场 的 量子 理论 


7.1 场 的 相互 作用 与 正则 表述 
7.1.1 电磁 作用 的 正则 表述 


关于 量子 场 论 的 问题 在 前 面 的 章 、 节 中 已 有 体现 ,本 章 将 对 
此 略 作 集中 讨论 。 
对 于 电磁 场 A.Cz), 引 入 变换 
Ar(z) Alz) — Aslz) + Xz) ty. by 


式 中 X(z) 满 足 

9 已 

dx, Hr, 
该 变换 对 一 切 电磁 场 的 物理 观察 量 不 产生 影响 , 式 (7. 1) 为 第 一 
种 规范 变换 。 对 于 介子 场 、 狄 拉克 场 的 波 函 数 g(x)、y(x) 定 义 男 


一 个 变换 


X(Cz) 王 0 为 


GX) > 9 (xr) = p(x)expLia (x)] (7. 3) 
J Xx) 一 y (x) = Jy(x)expLiB(x)] 人 
式 中 a(x) .B(x) 为 任意 函数 ,上 述 变 换 称 为 第 二 种 规范 变换 , 它 对 
场 的 所 有 物理 观察 量 也 不 产生 影响 。 
当 电 磁场 和 狄 拉克 场 ( 或 介子 场 ) 之 间 存 在 相互 作用 时 ， 
XCz) a(Czr) .BCzr) 并 不 是 相互 独立 的 困 数 。 有 电磁 场 的 狄 拉 克 方 
程 取 为 


%. (3 ieAy)y +my =0 (7. 5) 
式 (7.5) 是 因 在 自由 场 的 狄 拉克 方程 中 引进 变换 


9 9 
ES GE 


得 到 。 利 用 这 个 变换 可 以 推出 电磁 场 对 任意 带电 粒子 的 场 的 作 
到 BRL 天 


一 (7: 6) 


用 。 今 要 求 规范 变换 式 (7.1)、 式 (7.4) 对 电磁 场 、 狄 拉克 场 之 间 
存在 相互 作用 的 条 件 下 ,对 一 切 物理 观察 量 也 不 产生 任何 影响 。 
为 此 , 式 (7.5) 应 在 规范 变换 下 保持 不 变 的 形式 , 即 

(a —ieA,)y +my =0 C7, Wy 
也 就 是 当 上 式 中 代入 式 (7. 1) 式 (7.4) ,得 出 式 (7. 5)。 这 样 ， 
全 [二 一 十 让 Er jy exp[LiB(z) | 二 myexpliB(zx) |] =0 
为 使 上 式 与 式 (7. 5) 相 同 ,必须 

B(xX) =— eX (xz) 

于 是 对 狄 拉 克 波 函数 的 第 二 种 规范 变换 应 为 


xX) > yr) = yr)exp[— ieX(xr)] (7. 8) 
同样 的 考虑 得 出 戈 登 波 函 数 p(x) 的 规范 变换 为 
GT) 一 VCz) = p(x)exp[— ieX(x)] (7. 9) 


描述 与 电磁 场 相互 作用 的 带电 介子 场 的 戈 登 方程 为 
(所 一 iehr)( 二 一 hjp 一 ip=0 (7. 10) 
式 (7. 10) 在 变换 式 (7. 1) 式 (7. 9) 下 保持 不 变 的 形式 。 


式 (7.6) 定 义 的 带电 粒子 的 场 和 电磁 场 的 相互 作用 并 非 唯一 
作用 形式 , 当 狄 拉克 场 的 自 旋 和 电磁 场 直 接 作用 时 狄 拉克 方程 为 


9 _ ， 
(FieAr tay, Fn y+ my —0 C7. 11) 


若 jw 为 空间 标 数 , 则 式 (7. 11) 中 的 第 二 项 可 写成 
wikiy = roHy, (A 
这 里 于, 表示 磁场 强度 的 分 量 ;c 为 狄 拉克 粒子 自 旋 的 4X4 方 
阵 。 式 (7. 12) 表 示 狄 拉克 场 的 自 旋 与 电磁 场 强 度 已 .直接 作用 的 
项 , 称 之 为 泡 利 作用 ,x 为 泡 利 作用 常数 。 这 个 作用 依 式 (7.6) 确 
定 , 且 对 于 中 性 介子 场 及 中 性 狄 拉 克 场 (e 二 0) 也 是 可 能 存在 的 。 
为 了 进一步 分 析 各 种 场 的 相互 作用 在 不 同 变换 下 的 不 变性 。 
利用 正则 描述 更 方便 。 在 此 描述 中 对 于 有 相互 作用 场 可 定义 拉 
格 朗 日 函数 密度 XY(zx)。 在 时 空 点 x, ,该 函数 是 由 参加 作用 的 各 
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种 波 函 数 及 其 在 xz 点 时 xz, 的 一 阶 导数 决定 。 当 计算 电子 场 和 电 
磁场 的 相互 作用 时 YX 为 


Hz) = (wm D3 FD) .19 
或 
7) = I($ 1) 了) (7. 14) 


式 中 人 二 1,2,…; 而 和 $2、 加、 和、 表示 Jy(X)、Y(z)、Ai (x)、 
As(7z)、…。 取 x) 时 整个 空间 的 积分 、 时 间 从 zt 王座 到 x 一 
i ,有 

S10) =—i| Ld'z (7, 06) 

el 
式 (7. 15) 称 为 作用 积分 ,其 在 任何 洛 仑 效 变换 下 为 不 变量 。 当 
$i(z) 作 任意 小 变化 时 
bi Cx) > $1(X) TT $7) 


J (7. 16) 
88.(X) 二 0 ( 当 : 上 一 上 上 时 ) 
S(Y,7) 的 变 分 为 零 
dS 六 一 0 C7: 17» 
得 到 拉 格 朗 日 方程 
9 9Y 94 (7. 18) 


9Zr 9 isn 9 由 
若 以 名 为 自由 电子 场 的 拉 格 朗 日 函数 密度 、 名 为 自由 电磁 场 的 拉 
格 朗 日 函数 密度 , 则 自由 电子 场 和 自由 电磁 场 的 总 拉 格 朗 日 函数 
YL= HY (7. 19) 

而 
i 二 yo(7. 二 | eo tr 2 vm)y (7.20) 


] /3A, 9A,\ /aA, 3A, 
I G2 


I 4 和 dR /dE dm 
不 难 验证 狄 拉克 方程 .麦克 斯 韦 方程 正 是 下 面 三 个 拉 格 朗 日 


nm 名 3 


方程 ， 


9 gw 392 0 
9 9 9y 
9 9% DY 
ax ay (C75 22) 
a a -0 
az AL 9h, 
若 参照 式 (7.6) ,在 YX 中 引进 变换 
9y 3 
QE, 6 WY » 


(7..23) 


a9y > a 
> Ers tieA, ) 


则 式 (7. 20) 变 为 
0 人 一 IEeA ja ny 


)B7, — my |y (7. 24) 


式 (7. 24) 中 的 ea 日 函数 密度 。 以 式 
(7. 24) 替 代 (7. 20) 代 入 式 (7. 22) 式 (7. 19)， 


闻 Ta 二 < 

(过 十 ijX 一 0 (7. 25) 
i C9 6 
日 已 az, 大 2 . 


式 (7.25) 为 式 (7. 5) 的 埃 尔 米 特 共 蜀 , 式 (7. 26) 的 右 端 为 电子 场 
的 电流 ,于 是 式 (7. 26) 又 可 写成 


i 一 一 九 (7. 27) 
依 式 (7. 24) ,总 拉 格 朗 日 函数 密度 取 为 
f= + Wt (7. 28) 
Y= ieg y, yA (7. 29) 
或 
驾 二 起， (7. 30) 
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泡 利 作 用 可 通过 式 (7. 28) 右 端 增加 新 项 24 得到， 

P= KY YY, yh, (7. 31) 
当然 也 可 考虑 带电 子 介子 场 和 电磁 场 的 相互 作用 。 自 由 介子 场 
的 拉 格 朗 日 函数 密度 2 取 为 


900D” 9 
Ys 一 一 (= 二 Mg 9) (C7. 82 
Ty Ox, 
90 如 
oe 一 全 (去 ieA, )y 
(7. 33) 
op 9 5 
OZ (5 A tieA,)y 
得 


如 十 统 二 一 [is Hieh, jg 全 一 hj)p tp 9 
(7. 34) 


由 式 (7. 21)、 式 (7.34) 推 出 介子 场 和 电磁 场 的 总 拉 格 朗 日 函数 


= Lt at 4 (7..35) 
其 中 %、 名 依 式 (7. 32) 式 (7. 21) 给 出 ,而 
DO 9 
4=ie(p (cM 4, ep pA,A, 
97v Oi, 
反思 AAA 十 全 了 pA, A, (Cs 36) 
这 里 
ap* ) | 
j=ie(y = | A 
Cr CA 
当 ee: (或 A,) 充 分 小 时 忽略 式 (7. 37) 变 为 
OO ” Do 
j=ie(y 人 (7 38) 
Cr az 


式 (7. 37) 右 端的 最 后 一 项 表示 由 于 电磁 场 的 作用 产生 的 诱导 电 
流 . 电 荷 。 可 以 验证 式 (7. 35) 表 示 的 拉 格 朗 日 方程 为 
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> 
9 99 a 99 
日 2¥ a 


9x, 9A,,, 3A, , Cy) 
由 介子 场 满足 式 (7. jn 37) 给 出 了 j 符合 电荷 守恒 条 件 
1 
ye 


但 当 狄 拉克 场 由 式 (7. 5) 表 述 时 ,满足 上 式 的 j, 仍然 因为 无 电磁 
作用 可 从 式 (7. 30) 给 出 。 


7.1.2 量子 场 论 的 正则 形式 
当 已 知 9 为 Cz) .$1(z) 的 函数 时 ,除了 积分 限 .变化 
导致 S 改变 外 ,g(x) 的 变化 也 使 S 变化 ,有 
人 类 / 2 ) 3 
Ss=| [2g gd rd —| | ZC ges gi ) drdt 


9Y¥ tr /9 
=| (431+ ag) alls 8 二 并 dp ) drd 
(7. 40) 
9 
约定 pm 一 ;事实 上 ， 
sj = Fiz) — F(z) 一 ca) C0. 
kp pp 


得 到 
| 总 ward 二 | ,|[ 老 po (Bh gdrdt 
二 | 这 Bf, R08),d | a (agar di 


于 是 式 (7. 40) 变 为 
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85 =|| Ar, + (和 B81 rt) — Hrst) Be 


Opir 


- 柑 Jmeoe- 有 二 蓄 - 攻 wwera 


(7 42) 


若 p(x) 符 合式 (7.18), 则 式 (7. 42) 的 最 后 一 项 为 零 。 
定义 8%, 为 
B81 = rtd) — $lr,L) 


=88,1 8g, Fes BE (7. 43) 
代入 式 (7. 42)， 
3s= | 一 HAC + (Fc ) 和 Cr 


+XAr dd — (PE) Brt) dr 7.44) 


9gi 9 混 
其 中 


Hy = r+ bi) (Ys 4 
为 哈密 顿 密度 ,8% 为 当 8 任意 值 时 9, 的 变化 。58i 应 当 作 一 个 


任意 的 但 数值 很 小 的 图 数 ,8g% 只 是 在 5t 二 0 时 $1 的 改变 。 从 式 
(7. 44) 得 


S= S(,$(t) ;1 ,$l )) (7. 46) 

式 (7.46) 中 立民、p1(Y)、$1(7 ) 为 独立 变量 ,有 

B= xr Der 

. (7. 47) 

5S _ 39% 

Sg 9 $is 
导入 总 哈密 顿 量 瓦 、 正 则 动量 Xr,t) 

H= [Xr,Dar (7. 48) 

2 
mr 一 了 (7. 49) 


于 是 
23 _ 


一 一 万 
ot 
(7. 50) 
5 一 天 
88 
由 式 (7. 45) 给 出 的 光 依 下 式 得 到 T,, 的 分 量 ， 
a% Ee . 
Te = gb .,Y (7. 51) 
可 以 证 明 式 (7. 51) 满 足 能 量 - 动 量 哈密 顿 守 恒 ， 
Ta = 0 (7. 52) 


以 上 就 是 对 有 相互 作用 的 经 典 的 正则 描述 。#i 表示 介子 场 的 场 
变量 pl 、p;、p;、…, 狄 拉克 场 的 场 变量 yy 及 电磁 场 的 四 维 势 
Aj 等 。 

由 于 也 为 轴 . 加 ,为 图 数 ,因此 


0 一 9& 9 
87 3 69 十 5 Br obi (7..53) 
依 式 (7. 49) 式 (7. 45)， 
oa. 9 
aX eR 5 和 es 上 
(7. 54) 
注意 qi» OX 中 / 不 计 和 , 且 
9 9 
2 Oi, 
Bo 2 doip 
结果 式 (7. 54) 可 写成 
三 a¥ DZ 
OX 9g 09 Qs Op, | pi st OX 
上 式 表 明 光 仅 为 ted 了 3 3 XT! 的 函数 ， 
X= HB, pi, sx) (7. 55 


这 样式 (7. 50) 可 写成 


+ + Cr By = 


(7. 56) 
38 
B81 
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从 式 (7.56) 中 消去 x， 


于 + +|x (gp ) r= 0 (7. 57) 
a 比方 程 , 式 (7. 57) 也 可 写成 
+H[gvg |= 0 (7. 58) 


式 (7.58) 中 的 方 括号 表示 旦 为 $1(r)、Vj$i 等 函数 对 r 的 积分 。 
在 式 (7. 58) 中 代入 
V = exp(i1S) (189) 
得 出 苹 定 训 方 程 
i H| $i vp isg (7. 60) 
式 (7. 60) 为 薛 定 请 提出 量子 化 的 最 初 形式 。 该 量子 化 主要 效果 
是 将 经 典 的 哈密 顿 量 互通 过 代 换 : 


6 
Ni(r) 一 一 1 Bp C7) (7: 61) 
变 成 作用 于 亚 的 算 子 。 上 述 量 子 化 也 可 由 下 面 对 易 关系 表达 ， 
[a(n) ,br )] =id, 6 (r—r) (7. 62) 


实际 上 式 (7. 61) 正 是 式 (7. 25) 的 一 个 表象 。 

容易 验证 式 (7. 62) 就 是 前 后 过 程 自由 介子 场 、 自 由 电磁 场 时 
引入 的 对 易 关 系 。 对 于 自由 的 中 性 介子 场 
ag 


Ax(r) 一 dp, = (r) (7. 63) 
从 式 
[@ (x) ,mp (x)] =—ificA(r— 7x’) (7. 64) 
9 9 
, i [ exp[i(k,z—7x)]— exp[—i(k,r—zr))y 
A 区 一 计 2 | 2 dk 


式 中 为 振动 频率 ,从 中 推出 的 自由 介子 场 的 对 易 关 系 为 
[pCr,t) ,g(r ,1 )] =— iA(rx— ZXx) 
上 式 对 1 求 导 ， 


9 机 9 a 
[Dp |=—i A x) (7. 65) 


= {9 


置 :一 上 再 过 渡 到 薛 定 廖 表 象 有 代入 式 (7. 63)， 


[xCr) pr )] 一 一 13Cr 一 六 ) (7. 66) 

对 于 自由 电磁 场 , 依 式 (7. 62) 得 
Axi(r) 一 二 (7. 67) 

at 
从 式 
[A,(z),A,(zx’)] =—id,,D(zx— x) (7. 68) 
D(x—zx’) 
SS | exp[i(k,x—x)|— exp[—i(k,x zy 
(2r)37 2k 

C7. 69) 


这 里 大 为 前 进 矢量 。 由 上 得 到 自由 电磁 场 对 易 关 系 
[LAr ,Aj(r,t)] =—idD(z— zx) 
对 上 式 t 求 导 ， 
FAD ,A |= i8 D(z— x) 
取 :一 上 过 渡 到 薛 定 刘 表 象 , 再 代入 (7. 67) 并 利用 式 (7. 69)， 
[rr ,AiCr 7)] =—id, dr—r) (7. 70) 
式 (7.70) 中 /yy 王 1,2,3; 它 正 是 式 (7.62) 。 


对 于 费 米 统计 场 ,量子 化 条 件 式 (7. 70) 变 为 
4rCr) ,pr )} = {x” (r) ,yp” (r’)) 全 i6(r—r) 


DLL ee 
人 (r) Cts 71) 
re (Fr) = 二 = 


式 (7.71) 中 的 {。,，}) 为 反对 易 括 号 、[，。，,， 为 对 易 括 号 。 注 意 
反对 易 关 系 只 对 同一 个 场 的 场 变量 有 意义 ,而 对 不 同 的 费 米 场 /、 
7 可 经 历 如 下 的 关系 

[ar ,yr =0 GD 
在 费 米 场 式 (7. 71) 不 可 能 产生 式 (7. 61), 但 有 类 似 关系 。 利 用 式 
(7.71) ,有 
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[6y rr, yr) = i NF (ror) 
[og x (Wy Cr)]=—idy’ (Dr—r) 


, .7 
[SyCra(r),y* (r)]=0 
[LS (rr Cr) Or)] 一 0 
满足 上 面 交换 关系 的 解 可 取 为 
SVGCr)fCr) = SOCr) < 一 a (7.78) 
8 ” (DA (7) = Of’ (7) 二 一 Ey i (7.74) 


当 这 些 算 子 作用 于 任意 y(r) yp* (7) 的 乘积 时 , 它 满足 通常 微分 算 
子 所 遵守 的 分 配 、 对 易 法 则 。 当 式 (7. 73) 作 用 于 乘积 的 某 个 因子 
Cr ) 时 ,其 将 该 因子 换 成 Sw(Cr)63 (Cr 一 r); 同 理 当 式 (7.74) 作 用 
于 因子 y*(r ) 时 ,其 将 该 因子 换 成 6y" (re (r 一 r)。 这 样 当 
YC7) 变 为 yr) 十 6y(r) 时 状态 矢量 和 业 产生 的 变化 为 


dv= yay andr (7.75) 
使 用 81(7), 式 (7. 25) 变 为 
v= Va nn dr (C7.76) 


式 (7.76) 中 的 $1 可 以 包括 玻 色 统计 场 。 
从 式 (7.76) . 式 (7.60) 得 知 当 二 加 Cr) 独立 变化 时 


SV=—ilHét -ja $i driv 
或 
8y=—iydS 
7.1.3 相互 作用 下 的 电磁 场 纵 场 


今 考虑 有 相互 作用 的 电子 场 和 电磁 场 的 量子 场 论 。 依 式 
(7. 20) 式 (7. 21) \ 式 (7. 28) 式 (7. 29) 式 (7. 51) ,系统 的 哈密 顿 
密度 为 


s 31 > 


光一 治 十 冶 十 治 《7 
其 中 为 ,多 、 治 表示 自由 电子 场 . 自 由 电磁 场 有 相互 作用 场 的 哈 
密 顿 密度 


弦 -= 一 局 二 一 寂 玫 六 ， (7.78) 
在 苹 定 户 表 和 象 里 
Ee J. m 2 
yr) -| 际 La Cp)wCP)expGP。r 
ob? (pv(p)exp(—ip*r) ldip (7.79) 
Jr)= L | V/ 严 [ar (pa (p)exp(ip » r) 
(2 N po ' 
#0 (7. 80) 
et 
Aj(D= (27)32 
| ew (PLa expGik » +o JexpC—ik 。 npr 
5 VR 
GY BL» 


p 为 电子 动量 , 式 (7.79)、 式 (7. 80) 中 的 计 和 /二 1,2; 式 (7. 81) 中 
的 A 二 1,2,3,4。 而 & 王 | 大 | ;arsar 、D br 表示 增加 和 减少 粒子 的 
算 子 ;w、v 为 自 旋 波 函数 。 该 系统 的 薛 定 请 方程 为 


i—— = HY (7. 82) 


H= [Rhr = Hi HH; 二 HH (C7588) 


Hi、H;、Hs 表示 自由 电子 场 .自由 电磁 场 . 有 相互 作用 场 的 哈密 
顿 算 子 ， 


H, = jx day (7. 84) 
式 (7.78) 又 可 写 为 
纹 二 一 j 站 罗 一 了 六 (7. 85) 
这 里 
。 282 。 


Vn- wm 2| OO 
下 A 


V2k 
5 (7. 86) 
[cKexpGik 。r) 十 cr exp( 一 z 7) 
Aw(r) = | e0O[La(bexp(K。r) 十 cr exp( 一 zK ] 现 
由 V2k 
(7. 87) 
[cs(CK)exp(GK。r 十 C (Kexp(—ik .7) 
全 如一 请 Sn| 人 0 
V2k 
(7. 88) 


即 As? 表示 横 场 算 子 ,As、Aw 表示 /!- 光子 - 光子 的 场 算 子 。 
从 上 知 六 包括 &- 光子 2- 光子 的 放出 粒子 算 子 。 式 中 的 天 量 
w Te 


Er 


V5 
Cy el (Kk) 一 5 (Kk) 
en = 
-2 
并 有 
ee -一 oe 三 首 
Ee = ] 
而 算 子 
3 Ck) + co Ck) 
ck) = SS y 
-2 
(Kk) — co Ck) 
ck = 一 一 一 
J 
且 


ex calk) + er cok) = el ck) tet ck) 
对 于 关系 


a(PW=0 (7. 89) 
在 空间 中 除了 横 光 子 外 还 有 /- 光子 ,可 以 证 明 
[H,c (KR)]#0 (7. 90) 
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表明 任何 五 的 本 征 状 态 均 不 可 能 同时 为 c,(k) 的 本 征 状 态 , 故 式 
(7. 89) 不 可 能 满足 ,因为 该 条 件 要 求 亚 是 c,(k) 的 本 征 值 为 零 的 
本 征 态 。 为 了 得 到 式 (7. 90) ,可 以 证 明 

[Ji AL Ered | 0 (7.91) 


事实 上 , 互 中 其 他 各 项 都 和 c,(k) 对 易 , 应 用 式 
[oR ce (Kk) = (kk ) 
[ce CR) yc? (Kk) = km Kk) (7. 92) 
Le COser OEY 1 = Le CR wey Ck Y= 

代入 式 (7. 86) ,推出 


[ja rc |=— mma) ne CVexp(— ik 。r)dar 
Tn 


从 而 有 式 (7. 91) 、 式 (7. 90)。 
当 电 磁场 中 存在 电荷 时 ,- 光子 2- 光子 的 效应 由 电荷 之 间 

的 库仑 场 蔡 代 。 引 入 变换 1 

和 一 exp(z Hot) Wi 

H, = H;+t H; 
当 无 相互 作用 时 业 就 是 海 森 堡 表象 , 当 有 相互 作用 时 五 就 是 相互 
作用 表象 ;所 谓 相 互 作用 表象 为 介 于海 森 堡 表象 与 苹 定 户 表 和 象 之 间 的 
表象 。 用 式 (7. 93) 代 入 式 (7. 82) 并 在 结果 上 左 乘 exp( 一 iHht) ,得 到 


(7. 93) 


Hi = exp(— iHot) Haexp(iH oi) 
Hi 是 由 式 (7.78) 式 (7. 84) 给 出 的 相同 的 函数 ,而 


VCz) 一 esd| {a(p)u(p)expli(px)] 


+br (pvi(p)expl—i(pxr)|}dp (7. 95) 
| 1 二 加 
B(x) = sr je tat (papexp[— iCpz)] 
+b(pv(p)expli(prx) |}dp (7. 96) 


1 | et (Kk) {c KkYexpLiCkzx) | ce (kexp[— ID) 
V2k 


(7. 97) 

(kr)=hk,r, (pr) = p,x, (7. 98) 
式 (7.95) 、 式 (7. 96) 中 的 /二 1,2; 式 (7.97) 中 的 4 二 1,2,3,4; 式 
(7.98) 中 的 yy 二 1,2,3,4。 从 式 (7.95) 到 式 (7. 97) 正 是 这 些 算 子 


在 自由 场 的 海 森 堡 表 象 里 的 表达 式 。 
进一步 引进 变换 
V) = exp(i X)Y, (7. 99) 
X=| jx IAP(zN dz (7. 100) 


代入 式 (7. 94) 上 左 乘 exp( 一 iX)， 


i 二 一 xX) grti, AP a 
(7. 101) 
上 式 中 已 消去 在 两 边 出 现 的 包括 j, A 的 相同 的 项 ,定义 
B(x) = 53m| (aexpl ikr) | Ss OOexpl— tke) gy 
(7. 102) 
验证 知 
AW (zx) = FB(z) (7. 103) 
这 样式 (7. 100) 可 写成 
: / 9 / A 
X=| jx) Br ) dz (7. 104) 
—50 gz 
使 用 高 斯 定理 ,得 
监 = | BD) dr (7. 105) 
由 7 九 (Z) 王 ieVCz)X wz) 及 
{fr) ,Yar )) = yg (r—r) (7. 106) 
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有 
ji ri) jor ,t=— er Dy yr DFr—r) 

十 eV(r DY yr Dr—r)=0 

(7, 107y 
因为 j,, Aj? 与 X 的 对 易 ,所 以 式 (7. 101) 变 为 

. 9, 

i 
ot 


V= ep|— i| DBD Er| | 六 AU dr| exp| 让 jn(DBn dr | 
(7. 109) 


=— |j, AP dr—Vy, (7. 108) 


对 于 算 子 A、B, 有 恒等式 
Eap ByAexptB) = AA=[ByAJ 十 序 [B,[B,AJ] 


一 雷 [B,[B,[B,AJ]] +… (7.110) 
A= A 
= jn Bn) dr 
代入 并 利用 对 易 关 系 式 (7. 107) 及 式 (7. 92)， 
V=j,AD —ilX,j,A®] 《9. 111) 
式 (7.111) 中 的 X 由 式 (7. 105) 确 定 。 依 式 (7.98) 式 (7. 102) 并 
使 用 式 (7. 92) 、 式 (7. 107) ,得 


iLX,j, Aw | = | jor Djolr ,Dulr—r dr (7. 112) 
u(r—r ) 
有 4 | 2 “ (rr)]texplo ik: (ror)) pp 
2(27) Ek 
| 


dx(r—r) 
C7 1189 
于 是 式 (7. 112) 表 示 电 子 场 中 电荷 分 布 的 库仑 能 。 
式 (7.113) 代 入 式 (7. 111) 、 式 (7. 108) ， 


。286 。 


,9 
at 


-|D,AP +j,AP I dr 
+ jj ur — rdrdr (一 了 
(7. 114) 
式 (7. 114) 中 不 包括 算 子 A ,所 以 亚 / 表示 无 &- 光子 所 在 的 状 
态 , 但 在 这 个 状态 中 /- 光子 仍然 存在 。Y) 满足 与 自由 电磁 场 应 
符合 的 相同 的 洛 仑 北条 件 , 也 就 是 
a(KW=0 (7. 115) 
由 于 式 (7. 114) 的 右边 含有 /- 光子 的 放出 (增加 粒子 ) 算 子 , 因 此 
YW 表示 的 状态 也 有 /- 光子 存在 。 命 亚 表示 !- 光子 场 的 状态 矢 
量 , 该 场 的 真空 态 由 Wio 表 示 ; 设 Wr 表示 电磁 场 的 横 场 和 电子 场 
的 态 矢量 ,有 


Vi = WVr (7. 116) 
注意 到 Wi 表示 纯 1- 光子 态 , 可 以 导出 
VihY,=0 (7.117) 


式 中 Wi 表示 任意 的 有 n 个 二 光子 存在 的 状态 ,从 式 (7. 115)， 

WY A 一 0 
式 (7. 117) 表 示 除 /- 光子 的 真空 态 外 一 切 有 ! - 光子 存在 的 状态 
的 度量 (norm) 均 为 零 。 在 式 (7. 114) 左 乘 Wii ,而 有 


;2 —|i (2) 3 ll Wr jo C(x)jo lx ) 3 3_7 a / 
Ey J Wed rt ee ra (=2) 


上 述 结论 表明 可 以 将 电磁 场 的 纵 场 及 标量 场 完 全 由 电荷 之 间 的 
静电 场 代替 ,该 静电 场 不 能 量子 化 ; 这 是 因为 式 (7. 113) 非 零 所 
致 , 即 由 A 、A” 的 量子 化 条 件 造成 的 。 

从 上 面 的 推 证 知道 , 当 电 子 场 和 电磁 场 有 相互 作用 时 ,自由 电 
磁场 的 洛 仑 效 条 件 式 (7. 89) 不 能 满足 ,此 时 的 电磁 场 中 不 但 有 7- 
光子 而 且 有 A- 光子 。 因 为 计算 电磁 场 的 纵 场 标量 场 作 了 量子 化 
处 理 ,所 以 出 现 电磁 场 与 电子 场 的 相互 作用 后 就 产生 了 负 几 率 状 
态 ,当然 这 个 负 几 率 态 对 Wr 的 影响 源 于 库仑 场 ( 静 电场 )。 如 果 讨 
论 的 对 象 不 超出 Wr ,那么 该 负 几 率 的 态 不 会 产生 任何 困难 。 
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综 上 ，, 纵 光子 .标量 光子 计算 的 结果 应 与 将 标量 场 和 纵 场 代 
为 库仑 场 计算 的 结果 一 致 。 
7.1.4 粒子 - 反 粒 子 的 反 演 不 变性 
这 里 讨论 粒子 - 反 粒 子 反 演 以 及 相互 作用 在 此 反 演 下 的 不 
关于 带电 介子 场 的 粒子 - 反 粒 子 反 演 。 设 a(k) .CC) 表 示 正 、 
负 介 子 的 吸收 算 子 ,于 是 反 演 为 
a = UU 站 天 鸯 
a Rk) 0 (k= Ua (UF 天 (由 
Bk) > bk)= UbOOU = pak) 
BR = Ub OUT = Ha" (kK) 


(7. 118) 


v/a 
对 于 式 中 U, 的 表象 ,证 
dk) 0 d”* (k) 0 
oo ( ) 二 二 | | 
0 me ck) 0 Wik) 
(ky》 » 自 c” (k) 0 
bl(k) = b* (Kk)= 
0 yalk) 0 nd “(Kk) 
(7.119) 


而 c(Ck) vc* (Kk) 、d(k)、d* (Kk) 符合 下 列 对 易 关 系 
[cK) ,ec* (Kk )]= 03(k—k’) 
[Ze ,dd (kK)]= 0k—k’) 
其 他 对 易 括 号 为 零 。 由 式 (7. 120) 容 易 验 证 式 (7.119) 中 的 a、b、 
a“ .b" 等 满足 应 有 的 对 易 关 系 , 故 


0 1 
区 = | ) (7. 121) 


1 齐 
在 坐标 空间 的 变 场 量 p(x) 为 
<. = | exp Liks) | te CDexpL- ih) sy 
9 (2 元 )3/2 VB 


(7. 120) 


“ .2088 ， 


ko 为 振动 频率 。 依 式 (7. 118) ,得 
p(T) = Up Ur = my" (7) (7. 122) 
当 存在 电磁 场 时 p(x) 的 波动 方程 为 


“vy 


取 上 式 的 复 共 思 ， 
( = tieA,) (#2 +ieA,)p: —p9" 一 0 


9x, 
代入 式 (7. 122)， 
[二 证 直 太 ,) (3 证 所 六)g j= {1 
比较 式 (7. 124) ` 式 (7. 123) 知 其 差别 仅 在 于 e 的 符号 相反 。 这 表 
明 对 于 带电 介子 ,粒子 - 反 粒 子 反 演 就 是 电荷 共 思 e 反 演 。 
对 于 狄 拉克 粒子 ,粒子 - 反 粒 子 反 演 可 同样 从 式 (7. 118) 给 出 。 有 
ar(p) > as(p)= Ua, (PUD = nb.(p) 
ar (p) > ai(p)= Ua (PU = pb (p) 
b,(p) > bp)= U.b,(PUT = Wa,(p) 
b* (p) > 6b" (p)= Ub CPU 一 六 ar (p) 


(C7: 125) 


由 
g(x) = 本 | aCpu pyexp[i pz)] 
(2x) po 
6b* (p)v,(p)expl—i(prx) J}dip (7. 126) 
推出 
gz)= Uy (rTUN = | VE opyu pyexp[iCpz)] 
十 ar (p)u,(p)expl—i(px)]}dip (7. 127) 
取 四 阶 方 阵 C, 使 
u(p) = C’wvw (p) C1 
v(p) = C*u: (p) 
但 
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2p 


纪 po 十 mi 


p 


世 - (p) =N potm 


3 
ur (pD)=N p u_(p)=N 
二 
po Fm 
__Z ps 
vi CD) 一 Ni potm 
9 到 
式 中 
exp( 羡 认 )cos 志 
Py 一 
exp(— 3in)sin 4 
—exp(— 30i )sin 9 
2- 二 一 
exp (30i ) COS 5 
90.0 为 矢量 p 的 球面 角 , 推 出 
0 0 0 1 
et 
lg =1 Wo 
] 0 0 0 


由 式 (7. 128) 、 式 (7. 127)， 
HT) = RC Yr) 二 大 CO (x) 


或 


验证 有 


所 


X2 7y4 


几 (Z) 二 从 CyT 
式 (7.133) 中 的 上 标 工 表 示 矩 阵 转 置 。 比 较 上 两 式 ， 
CC C7 yiC =— yy 
Cy, C=— YI 
CT @ 三 Yi 
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9 二 


(7 129) 


(7. 130) 


(7s 131) 


(7. 132) 


(7. 1337 


(7.134) 


(7.135) 


进一步 考察 带电 粒子 场 和 电磁 场 的 相互 作用 ,在 粒子 - 反 粒 子 变换 下 
的 不 变性 。 介 子 场 与 电磁 场 的 相互 作用 的 拉 格 朗 日 函数 密度 取 为 


DO” 9 
g 一 ie 人 pp EP)A,— ep pA, A, (7.136) 
dx, 9x, 


注意 到 式 (7. 136) 对 于 介子 场 的 粒子 、 反 粒子 并 不 对 称 。 如 果 以 
正 介子 为 粒子 , 依 gq" .yg 在 上 式 中 出 现 的 顺序 ,那么 可 以 看 到 qo 中 
放出 负 介 子 的 部 分 wo 一 能 与 gq* 中 吸收 负 介 子 的 部 分 og" 互相 
抵消 ,但 是 pg* 中 放出 正 介 子 的 部 分 六 全 不 可 能 与 p 中 吸收 正 介 
子 的 部 分 pg" 相互 抵消 。 在 粒子 - 反 粒 子 反 演 下 ,为 


EN . [99 2 ? 
2; UMUF, il P 一 9 -| eg9 As (7.137) 


9 
在 推 证 中 引入 了 关系 

U.A,UD = 一 A， (7. 138) 
而 A, 具有 负 “电荷 宇 称 ”。 依 式 (7. 137) . 式 (7. 136) 和 2 罗 , 夭 25 ， 
表明 4 在 粒子 - 反 粒 子 反 演 下 并 非 不 变 。 在 此 反 演 下 保持 不 变 
的 2 可 由 式 (7. 137) . 式 (7. 136) 的 平均 给 出 ， 


ZL 到 (名 8 ) 


1 (Z 99” ,99 99 | 
一 = A 
2 a Sn, 人 Eb az 机 
-ey 2P 十 pp )A,A, (7. 139) 


考虑 到 经 典 波动 的 极限 , 式 (7. 139) 式 (7. 138) 式 (7.137) 相 同 。 
事实 上 该 极限 使 pg、y* 可 对 易 , 于 是 在 粒子 - 反 粒 子 反 演 下 的 不 变 
性 要 求 的 作用 正 是 消除 从 经 典 理论 过 滤 到 量子 理论 后 存在 于 各 
个 因子 的 顺序 排列 上 的 不 确定 性 。 
简化 式 (7. 139) ,有 

2p(Cz) = pr) tp (7) (7. 140) 
式 (7.140) 中 的 g(rz)、g' (xX) 表示 9 的 正 、 负 频率 部 分 ,也 就 
是 包括 放出 算 子 6” (kK) 、 吸 收 算 子 a(k) 的 部 分 ， 


2Z9l > 


a 下 | b* (kexpl— i(kz)] gx 


9 (2 元 )372 
| 人 (7. 141) 
必 - 洒 | a expLi 3 
中 | /2ko dh 
同 理 ,y* (Zz) 表示 成 
9’ (7) = 9 Mr) to (7) 
妆 丰 浅 一 1 a” (Kk)exp[— i(kz) |],; 
9 (二 +) ee | d Kk 
(2x) 有 
2 (7. 142) 
要 | | explike) ar 
(2 /Dk 


得 到 
| a 29 
< 人 一 zN| p—9" 人 eNLo pIA,A, 
9 gi 
1 Es 3 wl a 2 一 | 
= zie ey ,9 9 ， 


二 9 # (十 9 人 (十 
Fl | | '9'™" |}A, 


ox nh 


-$e {pg I+ pA A, (7.143) 


式 (7. 143) 中 的 NL…j] 表 示 将 括号 内 一 切 算 子 的 正 频率 部 分 都 放 
在 乘积 的 左边 ,所 有 算 子 的 负 频 率 均 放 在 乘积 的 右边 。 对 于 
Ng’ (z)p(y) = NLCo mT) to Tp (yy) +o (y))] 
= (rp (yto (rp Cy) 
oP Wo (rtp rp (yy) 
乘积 NL…] 称 为 正规 乘积 。 由 式 (7. 142)、 式 (7.141)a(k)、b(Kk) 
等 满足 的 对 易 关 系 可 知 
( 


9 x 9 |= 攻 : | 
下 " 9% 
9 (十 ) 本 
| 人 |= bs | (7. 144) 
pn A 


We ,1 ]= [g™ "tm] 
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该 式 右 端正 是 左 端的 粒子 - 反 粒 子 反 演 , 对 于 自由 场所 有 对 易 关 
系 在 这 个 反 演 下 是 不 变 的 ,这 样式 (7. 143) 可 写成 

22 

bo 一 iN| Ee i ENg’ glAA, (7.145) 
式 (7. 145) 的 最 后 一 项 为 

—eN[y' ON[LA AN 十 [AD AP]) 
若 推广 正规 乘积 定义 使 之 在 乘积 中 含有 不 同类 型 场 的 算 子 时 也 
有 意义 , 则 


N[y' pA, A,] 一 NLPp pIN[LA, A,] 
式 (7. 145) 变 为 


DO 9 
P= Ni 人 (sg 一 wp SP)A,— ep' AsA, |= NEG] 


oO%, 


(7. 146) 
在 上 式 中 由 于 所 有 放出 介子 的 算 子 都 在 吸收 介子 算 子 左 端 ,因此 
该 式 中 的 算 子 无 法 相互 抵消 ,这 是 产生 粒子 - 反 粒 子 变换 下 不 变 
性 的 原因 。 
同样 ,在 电子 与 电磁 场 相互 作用 中 2 为 
,= iepy LA， = iepsy ogiA, (7. 147) 
经 过 粒子 - 反 粒 子 反 演 , 式 (7. 147) 变 为 
21 一 一 Zicgy yA, = DiegtC yg (7.148) 
导出 上 式 时 应 用 了 关系 
= CyT =—yC (7. 149) 
其 中 的 第 二 式 从 第 一 式 推出 ; 依 式 (7. 135) 得 
Fi =— Diey YT =— ieyay ap, 
据 此 ， 
缚 六 一 坟 ( 包 十 晤 ? 


=ieNLgy yp JAst yma (Be {ge )) 
C7. 150) 
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这 里 NL…] 当 乘积 为 狄 拉 克 场 里 算 子 jy 时 与 前 面 的 定义 一 致 ; 
但 不 同 于 介子 场 是 每 交换 一 次 算 子 位 置 必须 引进 一 个 负 号 , 即 
Lg? | = 二 二， 
Le a | Et PA 


(7. 151) 
等 等 。 另 
N[gy,p] = NLT + Wo) ya (Gh? + )] 
= yaa TI Ho pe fe th pp ) 


(7. 152) 
使 用 如 ?Wy 下 的 展开 式 及 a(k) .6(k) 对 易 关 系 , 有 
,gh ) = {gh ,WD)} (7 153) 


从 式 (7. 150) 变 为 
YY = ie [WpA,] = NLY,] (7. 154) 
利用 式 (7. 149) 、 式 (7. 135)， 


Dy N= 2 Dy {Gs ) 
a'B Ap 


= Dstt Cr RD Cx)) 
oh 

于 是 

a de I CD BE) (1.15% 
当 对 易 关 系 在 粒子 - 反 粒 子 反 演 下 不 变 时 ， 

{WD Ca CED} = (CR) Wh 2)} ‘(7.156) 
由 式 (7. 155) 式 (7. 154) 

{TOR HD C2)) = {0 (2) RD 7))} 
令 x 二 x 而 有 式 (7. 152)。 


7.2 S- 答 阵 
7.2.1 S- 和 矩阵 的 微 扰 展开 
量子 力学 处 理 的 问题 分 为 两 大 类 :一 类 是 稳定 状态 问题 , 如 
原子 的 各 种 能 级 ,原子核 的 磁 偶 极 抢 等 ;一 类 是 碰撞 问题 ,如 光 被 
原子 散射 ,质子 和 中 子 的 弹性 散射 等 。 碰 撞 对 于 物理 实验 具有 极 
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其 重要 的 意义 ,因为 所 有 的 物理 可 观察 量 包 括 稳定 态 的 物理 量 都 
必须 通过 碰撞 现象 进行 观察 。 人 处理 碰撞 问题 无 需 了 解 苹 定 证 方 
程 解 的 全 部 ,只 要 知道 在 离开 碰撞 区 域 很 远 处 该 解 的 渐 近 行为 或 
该 解 当 上 十 co 上 ~ 一 co( 或 二 ~co) 时 的 极限 行为 即 可 。 置 
Way 一 | alias 一 | as) C7. 157) 
为 所 有 相互 对 易 的 观察 量 wa 、as、… 经 过 实验 观察 在 时 间 所 确定 
的 值 为 al .as、… 的 状态 。 这 个 态 在 上 式 中 记 作 |at ,ax 为 求解 薛 
定 刘 方 程 时 引进 的 初始 条 件 。 设 在 碰撞 问题 中 需 考 虑 的 状态 为 
la--》,a-- 表 示 在 碰撞 很 久之 前 独立 的 一 切 观察 量 值 。 
在 碰撞 后 必须 再 进行 一 次 测量 以 测定 碰撞 产生 的 变化 ,但 此 
次 测量 得 不 到 确定 的 4- 值 , 故 所 考虑 的 态 应 由 不 同 的 a - 值 态 
的 迭 加 给 出 ,也 就 是 
| = 3 | ss a | wy (7. 158) 


式 中 (oo > 表示 la 状态 在 | 必 - > 状态 上 的 投影 ,| ay》 
为 在 4 习 十 oo 时 ,也 就 是 碰撞 很 久之 后 测 到 的 a 值 为 -的 态 ， 
它 是 满足 未 态 条 件 a 二 a 的 苹 定 户 方 程 的 解 。(a“ .1a“.) 作 为 
从 初 态 a .到 末 态 a 的 跃迁 矩阵 元 , 称 这 个 矩阵 为 矩阵 ( 碰 
撞 和 矩阵 )。 
式 (7. 158) 与 表象 的 选择 无 关 。 如 果 取 苹 定 记 表 象 , | 4a .)、 
ao- > 为 时 间 “的 函数 ,那么 式 (7. 158) 可 以 写成 
人 (7.159) 
或 
Wa (2) = 2 Va, (CD(a | an) (7. 160) 
因为 lc》 as > 为 同一 个 薛 定 刘 方 程 的 解 ,所 以 (ac ) 和 
! 无 关 , 这 与 选用 海 森 堡 表象 所 得 结果 相同 。 
进一步 分 析 状 态 矢 量 |a' )。 当 态 一 ce 时 该 态 矢量 就 给 出 了 
前 面 需要 的 |o )。|as ) 符 合 苹 定 庙 方 程 为 
1 1a = Hla) (7. 161) 
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i 1a)= | dr ga rst) sar)) | 8 


— Xr dp rt))} | ao ) (7. 162) 
式 (7.162) 中 $i(r,4)、xi(r,4) 表 示 各 种 相互 作用 的 场 的 正则 
变量 。 
另 取 苹 定 户 表 象 ,使 之 在 1 一 ts 时 与 海 森 堡 表象 重合 。 在 这 
个 表象 里 式 (7. 162) 应 变 为 
8 | a )= [dir{ gnCrsta) ran ryta)) 8 


— Ar,t2) dp rt)} | as》 (7. 163) 
las )、|as ) 在 一 般 情况 下 不 表示 同一 个 态 。 取 式 (7. 163) 埃 尔 米 
特 共 思 , 得 
—id(a', |= (| | {Cg rt2) sn (rs) 


— mr,t2 dr, ta) } dr (7. 164) 
在 式 (7. 162) 中 命 二 64 ,这 相应 于 在 W (0 (an ) 中 令 1 二; 
同 理 , 在 式 (7. 164) 中 令 1 二 4s, 依 式 (7.162) 、 式 (7. 164) ,有 


—id(d, | eh)= (| | ( (gn 0) sn (036 


{ty 
一 (Da 2) dr— | dr{m gn (7), 
ra (TI 一 frCz)8g(z)) | as》 (7.165) 
定义 作用 晴 数 (action function): 


Ce mwCz))dhz (7. 166) 


作为 海 森 堡 表象 中 的 算 子 如 (xz) 选项 满足 的 场 方程 为 
可 QF 9¥ 
9zs gg Op 

式 中 mm=1,2,3，……; 记 加 (z) 的 微小 变化 为 568, (zx) , 当 
bn (TX) -> $7x) 一 和 (Zr) 十 8gw(CZ) (7. 168) 


一 0 (7. 167) 
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时 且 当 汉王 和 天池 十 0 tot» 十 Si SS 的 变化 6S 为 
SS = | (HG$nT) ,mT)) ts — Ar) 8 zr) dr 


t 一 12 


一 人 {HG CX) smn XT) — mr) 6g CT) dr (7. 169) 


{= 


式 (7. 169) . 式 (7. 166) 代 入 式 (7. 165)， 
—id(ad |al)= (a 


a 
(7. 170) 
上 述 $8 的 变化 581《z) 可 以 是 由 于 拉 格 朗 日 函数 密度 YX 的 变化 造 
成 的 ,这 个 ZY 的 变化 相当 于 力学 系统 性 质 的 变化 。 命 2 的 变化 为 
LY’ 一 YY (7.171) 
于 是 $,(zx) 就 是 通过 新 的 场 方程 给 出 ， 


9 ag’ 3 
az ago opm 
在 电子 和 电磁 场 相互 作用 中 
LH= 二 多 二 el 4 
时 一 鸡 十 吕 十 时区 


| A $n 1) » pr CT)) dx 


0 (7. 172) 


即 
58= 4 = deh (7. 173) 
其 中 
Ly = NiyYpA,] (7.174) 
e1= el 二 de (7. 175) 


将 el 作为 可 变 参 数 , 当 e 从 0 增加 到 最 大 值 e 时 ,自由 场 变 为 有 
相互 作用 的 场 。 将 式 (7. 173) 代 入 式 (7. 170)， 


a | gadzlah ) 07.170) 


EC | iis 》 二 i a 
或 
d 


A/ / 
Hee ss > 


DOT 


i / Wd Wd / 
一 i| dx Do a | | yr) | a Ma | a 》 
1 a” a 
二 入 


(7. 177) 
《a%|4(z) 1a 和) 为 在 xz 点 及 海 森 堡 表象 重合 的 莅 定 证 表象 中 的 
矩阵 元 , 它 与 6 无 关 , 故 在 对 ei 求 导 时 可 视 作 常数 。(ao | a%)、 
《a%|ar > 对 el 求 导 可 从 式 (7. 176) 得 到 


中 1 / ea 2 1 

一 (de |a, = dz>) Dla 

de n 7 2 
CI Wh AAA / 

(tas | Ba | a ,Ka ;| a 》 


MW 1 ) 7 
十 引 dr) DA | ENE) Ly (7) | de). 
多 必 人 


Wd / 
dr a 0 


AN 
QU ir 9 


| ?gp ia 


I CA 
1 


即 
2 
全 (ds, | 4 》 三 玄 (dh, 


/ 
Ur 


(7.178) 


| 出 二 dx TT LY, (x) Ly Ce)] 
| 


式 中 

TT Cz] = 和 > 

Wn Mr (EY (Ee 

TL…] 表 示 对 括号 中 算 子 的 乘积 重新 排列 ,使 之 按时 间 减 少 的 顺 
序 从 左 向 右 排 列 ; 但 在 排列 中 每 改变 一 个 费 米 场 的 两 个 算 子 的 顺 
序 , 必 须 乘 一 个 因子 一 1。 称 T[… 为 工 - 乘积 。 

对 式 (7.178)e 求 导 ,重复 由 式 (7.176) 到 式 (7.178) 的 计 
算 , 有 


a 
三 起 


同样 ， 
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lh dz| d 对 dA TE CD By Cx ) Ry CA)] 
0 1 


“7 
Qu 


(7. 180) 


d” 
de” 


LA pa 。 LA 
《ao | an ) = (a 


A A |2 4 (0mD 
dx dhssel HE 
四 | 全 | 


a 
(7. 181) 
利用 上 面 结论 ,可 将 有 电磁 作用 时 的 和 矩阵 元 (ax |ar ) 在 e 二 0 附近 
展开 ， 
《du | 4 )=0o(ar | a 20 +iekd 
' dz dx 
1] Gl 
Qn - 
| dz d -| dizx”。 
| 和 | 
TLR Cz) La) Ry 9) a > 十 … 
+ a) dr) az 
4 | 


nl 0 
上 [oe hid T[ (zz 过 | | a Ws 


a 


[tr jy (Cr YB) | 


经 
sec 
| 并 A) -和 


TL Ca is (zx )] 


Ce) 


9] pg Vg 


Usn)|as 》 7.182) 


7 / 1 
《ao | Qn 二 0 《 Co 


TD yt = 1+z|° dr ty 
1 


4 2 » 
4 (ie) az dT 有 pz 二 
1 | 


下 ce dz da EE 

TOE My (Tha rT™ )] 十 Pe (7.183) 
这 里 性 | 和 |a 表示 无 作用 时 的 状态 矢量 。 当 五 一 一 ce、 
疡 一 十 cc 时 (as |ar ) 趋 于 矩阵 。 


2Z998 3 


ld | Goo} = | 9 | em 


二 co 
S=1 +i| 下 训 Cr 


+ | dT, a) Ry C2)] 

a + 后 | diz | de “| dz" 

T[Yy Cx Ry HA (xr®) + (7. 184) 
当 上 式 第 ”十 1 项 中 的 n 个 时 间 变 量 满 足 1™ ?这 1 之 … 之 1 
时 , 式 (7. 184) 中 的 工 乘积 》 

TL Cx ) Ry C2) hi (xz™ )] 
= A x Ry Cr) hy Cx ) 

在 电子 和 电磁 场 作用 下 二 一 4 ,引入 妇 二 eXy, ,上 式 


i / » 
S= 1 一 如 dz My (7] 


_ 2 rt + 
| ta] TL a yd) 
和 Em < | dz| d’ xz 一 dtzo 。 
nl oo > 
TL (x HM (Xx) (zxz™ ) | 十 EN. (7. 185) 


这 就 是 通常 在 相互 作用 表象 中 得 到 的 S$- 和 矩 阵 的 微 扰 展 开 式 。 
7.2.2 电子 -光子 的 康 普 顿 散射 


此 碰撞 过 程 的 初 态 、 终 态 可 表达 为 
| pr,yke)o= ce (ka (p) | 0) (7. 186) 
| pr’ ,ke’)o= cs (ka? (p’) | 0) (7. 187) 


式 中 ce (Kk) .a?(p) 表 示 光 子 、 电 子 的 产生 算 子 。 从 初 态 到 终 态 的 
跃迁 矩阵 元 为 
(pr skess| prske ss)=o(pr ,ke |S| pr,ke)o 
= (0 | ar(p Oc CD)Sa (Cpc (Re) | 0) 
(7. 188) 
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式 (7.188) 代 入 S 中 比例 于 e? 的 项 给 出 最 低级 的 微 扰 结果 为 
Oo 一 (ou | dn| dnT[Ay Ca) dy)] 


a (pe: (oloy》 


四 | | dridiz, 《 0 
TE[NLYy Cx YW zr) A, Cr) Ng za), (zs)A,(Czs)]]。 


a (pe Ck) 


ar(p ce (Kk) 


0》 (7. 189) 


因为 电子 .光子 产生 吸收 算 子 是 相互 独立 的 ;两 个 乘积 的 真空 平 
均值 为 
(0 | ce (RTIA, Cr) A zr) J (kK) | 0》 (7.190) 
(0 | a pOTINIY x Yr) IN za) yx) da (p) | 0) 
(7. 191) 
当心 之 时 式 (7. 190) 可 写成 
(0 | ce DJ)ACzD)ACza)ce Ck) | 0) (7. 192) 
为 使 上 式 非 零 ,A, (zi)A, (zs) 中 必 有 一 个 算 子 和 ce (k) 相 抵消， 
即 必 有 一 个 算 子 吸收 c (有 ) 放 出 的 光子 。 该 算 子 必 是 A, (zi) 或 
A,(zz) 的 负 频 率 部 分 A0? (zx ) 或 A? (xs)。 同 理 , A, (xi) 
A,(zz) 中 必 有 一 个 算 子 ,A (zi) 或 A (zs) 放 出 将 被 c.(k ) 算 
子 吸收 的 光子 。 于 是 A, (zx1)A,(zz) 中 只 有 As” (x1)A' (xz;)、 
A 中 (zi1)A (zz) 项 对 式 (7. 192) 有 贡献 。 考 察 
(0 | ce APCr YIAD (Cra) er CK) | 0) (7. 193) 
由 关系 
AD (za) (R= LAD (za) ,ee (Ke KAD x;) 
ce (kAD (x)= [ce (kK),AM zi) + AN (zi)ece (Kk) 
并 由 真空 态 10) 满 足 的 条 件 
AN({zrsi | 07 =0 
(0| AM (xz)=0 
式 (7. 193) 可 表 为 
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(0 | ce (KAD (zr)AD (zx2) cs CE) | 0) 
= [ce (Kk) ,A Cr) LAD (rz) ,ce (RK) 


ee (e) 


= — exp[— i(kr1) Jexp[i(kxs)] (7. 194) 
2(2m)3 V 磷 " 
推导 上 式 时 利用 了 
(010)=1 (7. 195) 
DeW (pe kexp[— iCkr)] 
A 二 A 3 天 
cb (x) | d 
| DeW Ck Vek )exp[LiCkr)] 
= En 从 3 了 7/ 
A zm| dk 
(7. 196) 


以 及 c Co .cr (kK) 等 对 易 关 系 。 同 样 ， 
(0 | ce (Kk IAD x IAM (xa) er Ck) | 0) 
= (0 | ce (kK OAM zr) AD Cri)ee (Kk) | 0) 
= [er ) .A (rw) LA (Cz) ,ce CR 
ee)e 人 


必 exp[— i(k’z,) Jexp[i(kzx1) | (7. 197) 
Jean i Wk wy) lop tr 


式 (7.193) 应 为 (7.197)、 式 (7.194) 之 和 。 当 4 二 ts。 时 得 到 的 结 
果 一 致 。 
从 前 面 的 讨论 可 知 工 - 乘积 必 有 一 个 gy 路 算 子 抵消 电子 的 吸 
收 算 子 a (p ) ,并 出 现 一 个 yn 算 子 抵消 电子 放出 算 子 or (p)， 
为 不 破坏 狄 拉 克 和 矩阵 乘积 的 顺序 ,在 式 (7. 191) 中 取 的 项 为 
(0 | ar(CP ITIIO Cr yy ro ry Cr) ar (p) | 0》 
(7. 198) 
式 中 yn (zx) 与 a,(p ) 相 互 抵消 ,Jy 中 (xo) 与 ar (p) 相 互 抵 消 。 
在 式 (7.198) 里 已 略 去 了 NN- 乘积 符号 。 已 了 解 的 是 所 有 坐标 (zi 
或 二) 相同 的 算 子 乘积 均 为 N- 乘积 ;以 后 也 如 此 。 式 (7. 191) 中 
另 一 有 贡献 的 项 为 
《0 | ar(CP ITII XIONIO CrDZP(Cz)XCz)]ar(Cp) | 0) 
(7. 199) 


sa S02 * 


上 式 可 通过 交换 积分 变换 zi< ~zs 变 成 式 (7. 198) 。 于 是 下 面 仅 
考虑 式 (7. 198) 对 式 (7. 191) 的 贡献 。 
在 式 (7. 198) 中 wo (p) 与 W(xs).y(x) 依 下 面 公式 交换 
顺序 ， 
gb xa)ar (p)=—a; (PY Ox2) ty xi) ,a (p)} 
一 一 4 (py (x2) 
让 (7. 200) 


se mT 加 
pra (p) ps (pr) + J572 2 8 


up)expLil(pr)] C7 201) 
除 yO Crs) ylznD) 外 a7 (p) 及 式 (7.198) 中 的 其 他 算 子 都 是 反对 
易 的 ,所 以 当 这 些 算 子 和 a; (p) 交 换 顺 序 时 只 需 引 进 一 个 因子 
一 1 ,注意 到 式 (7. 201) 最 后 一 项 是 由 yy?(xi)、a?(p) 相 抵 造 成 
的 ,其 贡献 应 归于 式 (7. 199) ,因此 当 讨论 式 (7. 199) 时 y(zxi) 也 可 
作为 与 a; (p) 反 对 易 的 。 将 式 (7.199) 中 的 a*(p) 利 用 上 述 关 系 
移 到 最 左 端 时 , 式 (7. 199) 变 为 

-DON Wa pT ry rx I Cr) | 0) 
+ 0 ar(p ITIIY xO rr) ]y,: 


Bm pexpLiCpes)] | 0) (7. 202) 
由 于 401a* (p) = 二 0, 因 此 式 (7.202) 第 一 项 为 零 ;同样 方法 把 
war (Dp) 移 到 最 右 端 ,这 时 a (p ) 同 除 V”Y (zi) 之 外 的 一 切 算 子 均 
可 看 成 是 反对 易 的 。a, (p”)、 ad \ 式 为 


a(p WD (a)=— fo Cn)ar 0p) + mm jE * 


/六 本 (Deq[ 一 ia )] (7.203) 


故 当 a,(p ) 移 到 最 右 时 ,因为 a.(p)10) 二 0, 式 (7. 202) 变 为 
由 m 
(27)’ Vpp”o 


ur (pIY,AO0 | Ty (xr Tr) ) | Ou lp): 


® S08 s- 


exp[ 一 ipzi) 十 ipzy)] (7. 204) 
定义 
Sr(z1—Zz2) = (0| Tiy(z gz)] | oO) C7. 205) 
以 式 (7. 204) 替 代 式 (7.199), 并 注意 式 (7.199)、 式 (7.200) 对 式 
《7. 189) 给 出 相同 的 贡献 。 
利用 式 (7. 194) 式 (7. cal 189) 变 为 


J] 
并 六 /于 i 


+ea 8 
| dizi| dizzexpLzi( 记 zi) 


十 iCpzrs)](exp[ 一 ziCRzi) 十 ziCRry)] 。 

丈 '(p)(yxe SrCzl — zs) (ye)u,(p) 

十 exp[ 一 i(kx2) 十 i(kr1) ju (p’): 
(ye) Se xi — zx2) Ye )u,(p)} (7. 206) 


《页 | a = (ie) 


而 
(ye) 一 Ye (ye’) = ye® (7. 207) 
因为 式 (7. 198) 式 (7.199) 的 贡献 完全 相等 ,所 以 原 式 中 的 因子 


起 被 消去 。 关 于 Sr(z 一 zs) , 依 定义 


Co 嫩 加 的 
Sn m=) We | i 全 加 的 
由 于 Cx)10)=W (x)10)=0.0|g (zx)=(0|T (x) 
二 0, 因 此 式 (7. 208) 可 表示 为 
SF(zT1— Zz2)= (0 | yO ro (xs) | 0) 
= (0| (yr), (zx)} | 0) (ti > t;) 
(7: 210) 


利用 对 易 关 系 
(于 ) 一 次 北 》 7 Ss 
| (fs C7), 六 A (rx—Zx) 证 
(fs CX) ,Galx ee ) 
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其 中 
S(O— 2 = ( 工 一 并 站 十 汪 夺 《二 一 妆 ) (7.212) 


从 而 
SE (Xi1 CO— Xx»)=—iS N(x 一 Tao) (三 > By) (7.213) 
同 理 ， 
SE(x1— xa)= (0| (VI Cra) ,gm x)} | 0) 
Ss te (ti =t) 《人 214) 
式 中 


SS / 
SN(w zy)= | Ye Be 


十 m 类 中 (zr— x) 


( 士 ) = exp[ 干 1(k,x—x )] 3 
a dn CD ws 2 dk 


(7. 215) 
ea 和 exp(1wk »。r)— iko01) 3k 
A Th | du ry ed 
ee [iCkx)] 1 
二 | me dik C7. 216) 
这 里 e 是 微小 的 正 数 ,积分 后 趋 于 零 。 对 &o 积分 ,得 
—iAD (zx) (1 > 0) 
Ar(z) = | 和 (7. 217) 
iA™ (x) (1 = 0) 


从 上 述 关 系 知 
SF (XI Xz) 一 ( yn 天 tm)Arlx 一 还 2 《人 -28 
[a 


“ 


SF(X1— Xs) 一 | eliCp sm — zx2) dp” 
(7.219) 
而 
p= yp (7. 220) 


式 (7. 219) 代 入 式 (7. 206) 
(b | a)= 


e2 m 
(270° 2 VEk popo 
ne 2 ]/ 
由 dn| dd (exp[—iCp +k — px)]. 


* .305 。 


exp[i(p+k—p ,zx2) Ja(p): 


ip” —m 
sy 二 yj i 


二 +exp[—i(p —k—p ,xr)Jexpli(p—k — fx)]. 


站 
u,(p’) (ye) 7 pt Ce )u; Cp) | 
对 zi 、zz 积分 ,推出 
= 一 -各 BR 二 凡 一 站 放贷 = 
(27)° 2 /Ek KR popo | 
"ny 
Uy (p” ) (Ye ar 
op —k— pO pk — Pup) (ye). 
ip”—m » 
ep )u, Cp))d'p (7:221) 
在 推导 中 使 用 了 
| exp[ 一 Km]dz = C21)'8:(z) (7.222) 
Sp RkR —pIV DHE pp) 
= (pk—p —k pk) 
Hp —k— pp—k — yp) 
= (p+hk—p —pk)p—k —p) 
把 上 式 代 入 式 (7. 221) 并 对 帮 积 4 
(Bl a 和 二 
(27) 2 7 | 
i(p—k)—m - 
ne 
pa pm 
ey ( 7. 223 
ur (p Cp i p) | ( ) 
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以 Ey 替换 ee ,有 
E= Xey = Nes (7. 224) 
当然 ,在 微 扰 近似 下 各 种 碰撞 过 程 也 可 以 用 费 曼 图 表示 。 
7.2.3 有 衰变 
今 采用 式 (7. 184) 处 理 B 训 变 。B8 衰变 过 程 为 
7 -> 力 十 e 十 也 (7. 225) 
式 中 六 为 中 子 、 质子,e 为 负电 子 ,v 为 零 质量 狄 拉克 粒子 。 狂 
拉克 场 的 粒子 、 反 粒子 是 相对 而 言 的 ,习惯 上 称 式 (7. 225) 中 最 后 
一 项 表示 的 粒子 为 中 微 子 ,其 字母 上 的 弯曲 线 代 表 反 粒子 ;8 衰变 
表示 四 种 狄 拉 克 场 之 间 的 相互 作用 ,该 相互 作用 在 正 洛 仑 兹 变换 
下 保持 不 变 , 电 荷 守恒 ,故此 相互 作用 的 场 最 普遍 的 形式 可 取 为 
级 二 2 gOifrBe (Oi CysON ,+h.c. (7.226) 
而 yop pp \ 几 表示 质 子 . 中 子 . 电 子 . 中 微 子 场 的 算 子 ; 
Qi 一 1 二 070 — 7) NN 《7.227) 
gi、C1 为 参数 ;jc. 表示 式 (7.226) 右 边 第 一 项 的 埃 尔 米 特 共 
恩 , 即 
h.c. = Dg TyO7 opyr Oy (7. 228) 
式 (7. 226) 给 出 的 O, 表示 标量 、 秋 量 、 张 量 、 伪 矢量 、 伪 标量 五 种 
类 型 的 相互 作用 。 若 式 (7. 226) 在 洛 仑 兹 变换 下 具有 不 变性 , 属 
于 空间 反 演 下 的 不 变性 ;这 样式 (7. 226) 中 的 C: 一 0, 有 
= 2 gw OW th 6 (7. 229) 
李 政 道 、 杨振宁 根据 实验 结果 认为 在 K 介子 训 变 中 宇 称 不 守恒 ， 
所 以 8 衰变 可 能 由 式 (7. 226) 而 非 式 (7. 229) 获 得 。 在 空间 反 演 


下 式 (7. 226) 变 为 
角 01 = PLHP 
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£4= PgsOWBe (Ot 一 CysO) 办 十 大 c (7.230) 
l 


式 (7. 230) , 式 (7. 226) 的 差别 仅 在 于 含 Ci 项 的 符号 相反 。 在 式 
(7. 226) 中 不 包括 C, 的 项 是 标量 ,包括 C, 的 项 是 伪 标量 , 从 式 
(7. 230) ,有 

[P,%]20 
表明 在 8 衰变 作用 下 P 不 是 对 角 的 ,或 称 宇 称 不 可 能 守恒 。 李 政 
道 、 杨 振 宁 提 出 的 在 弱 相 互 作用 下 宇 称 不 守恒 的 理论 被 吴 健雄 的 
物理 实验 证 实 。 

现 利用 式 (7. 184) ,由 式 (7. 226) 计 算式 (7. 225) 最 低级 微 扰 
矩阵 元 。 为 此 将 式 (7. 184) 中 的 电磁 作用 常数 e 转换 成 8 训 变 作 
用 常数 g,。 因 为 实验 指出 & 很 小 ,所 以 最 低级 微 扰 得 到 的 结果 
足够 准确 ,于 是 

oCppr spesspt |S| pq) 


a 《 0|awr(Cpp)as(CPe)an pil dz gOwD (xX). 
1 


We (LO + CnO gt as, Cp,) 0) 
(2 


这 里 ps、p.、ps、p, 表示 对 应 粒子 的 动量 ,r、s、t、9g 表示 自 旋 ， 
apr《(ps)、axo《(p;,) 表 示 对 应 粒子 的 吸收 ,放出 算 子 。 
对 于 中 微 子 ， 
内 一 内 tp = + 


内” 一 二 Dfapyw, (p,)expLi(p,x) |d’p, 


Wu 一 gon i 


”= i pA (p,)v,(p,)expLi(p,x) jdip, 


内 = mm | (pi p,)exp[— i(p,x) |d’p, 
(C7. 2 
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其 中 /= 士 1,a,(p,)、ar(p,) 是 自 旋 分 量 为 t\ 动 量 为 p, 的 中 微 子 ， 
的 吸收 、 放 出 算 子 ,b.(p,)、br(p,) 是 反 中 微 子 s 的 相应 算 子 ， 


] pr ] Sop 
us(p,) 一 一 | (7. 233) 
| [| 
这 里 c 为 泡 利和 矩阵 矢量 ; 算 子 yy 由 电子 的 算 子 : 
i J 「 . 和 
WY = os Ec [aRu kexpLiCkr) Jd’k 


1 4 
8 = md] 长 人 (Duw(Dexp[ 一 ic)]a 


二 过 高 bv Rexp[i(kr) dk 
Yo ed (Rk)exp[— iCkzr) Jdik 
(7. 234) 
式 中 计 和 /三 1、2;y 为 质量 且 (kz) 二 zx, 而 
辣 (ak) 
uk) =N| Con) Wy N| hh 
po + mY 9 一 
(7. 235) 


这 里 N 为 归 一 化 因子 一 土方 ;以 及 通过 代 换 pr-=mp sm sk 一 
pp、~Pn ,ko— ppo 人 得 到 。 进一步 讨论 知 式 (7. 231 ) 可 
变 为 
oC ppr » Pes DP,t | S | prq > 
VM pm ame 

多 

(2T) V 2pmzpozto 
> gli (po)Oiqun pn) [i (Cpe) (O; + CiysO) vw (p,)] 

l 


(py bat ps — pry s 


(7. 236) 
推导 中 应 用 了 
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| ea[ 一 im 让 
若 取 中 子 为 静止 的 坐标 , 则 pn =0pw 7 o 由 于 衰变 过 程 中 涉及 


的 能 量 均 远 小 于 质子 的 静止 质量 ,因此 可 以 略 去 含有 -的 项 ,这 样 
p 
pm tm 9 
ur (po 一 /一 一 | (op,) ~ (9) (7. 237) 
2m, | 一 一 一 p， 
pr, mp 


ul0) 一 (多 


推出 
Hs, (ps) Osuns (0) A 9， (7. 238) 
0 
a i 全 人 (7.239) 
pg ££ 
i (pp) Or (0) = Wo, Bys — YY Yuen 
~{ 当 A 或 "一 4 时 (7. 240) 
Gioysps 当 凡 一/ 天 4 一 ]) 天 4 时 
Upr (pp)Oauna (0) 3 Upr Ys YuUng 
-人 ， (7. 241) 
pr-040Dr 当 六 三 /天 4 时 
Upr (Pp)OPpung (0) = UpryYsung 人 0 (7. 242) 
从 上 知 式 (7. 236) 可 表 成 


oppr » Pes ,Ps | S| Og)。 


一 入 |/ 22058 (po - 充 十 坊 pn) {gs0 pales (pe) 


〈] Csys)w p,) + gvopades (pe) (lOCvys) up,) 
十 gvOpaUes (pe) (1 十 Csys) Yaur (p,) 


+ gr 2 piovgaes (pe) (1 Crys)ovu (p,) 
Lj 


— ga Dptopaes (p(THCAYs Nomuup))} (7.243) 
i 
式 中 1 一 1,2,3。 由 式 (7. 235) 及 
。310 。 


a pe 十 mv 十 十 (gp.) 
Ues 一 2m., (¢ Ps po 0 


代入 式 (7. 243) ,有 
Hes (BA Ceys uw (pb,) 


= :| ea (@p.) 
2 m, PL pp potm. 
“Gt (7. 244) 


(pow 十 me)p, 
区 剖 (p.) (1 + GYs ya (p,) 


_1 /potm. +i (op,) (ap 。) 
2 A mn。 P| ee 


(gp.) (op,) 
站 Ce | (2. 245) 


Ues (Be) 1 十 Crys ) oyu (p,) 


1 /po 十 加 + (op,) (op), 
2N m. go Fa 


LC ‘op.)ov (op,) 


-Cr Cnn ma (7. 246) 
Us (pe) CHCaAYs) Vom (p,) 
三 te PT [a 二 | i 十 Gao 
+G id (7. 247) 
在 得 出 上 式 时 采用 的 狄 拉克 和 抢 阵 表象 为 
_1/l 0 -二 = 
| b 2 hm | 
GQ = or 0 
PA | a 二 0 &, 


这 里 a 又 表示 和 抢 阵 又 表示 和 抢 阵 分 量 ; 同时 0 一 一 0O1y012 一 103 、023 
i sO031 = 102 ;注意 到 式 (7. 244) 中 导入 pe pe \Cs>—Cv 得 
到 式 (7.245), 在 式 (7.246) 导 入 p. 一 一 p.、Cr 阅 一 Cr 得 到 式 


5 Bll 天 


(7.247)。 把 上 述 结果 代入 式 (7. 243) ,有 
oppyY » Pes Dt | Og%o 


ee 1 [pa + me 4 | | + 。 
2(27)° pw 0 (py | pe 1 p, po De 


| (gp.,) lk c sp) lp ， 


1 


p, El pm 十 7。 p, 
上 4 (op,) (op,) 四 
2 (gr cov) 8 2 [a bh So | 
”天 (gop,) 
1 Sr | (7. 248) 
而 区 
és 一 ET 一 】 ev = eh =— 1 Cs 一 一 Cs 


Cr 一 全 G GG =—0O 
其 中 心 王 S Vi 一 T Ai 一 1,2,3; 并 且 在 式 (7. 248) 的 {(…) 中 第 
一 项 为 核子 自 旋 在 衰变 过 程 中 不 变 的 情况 ,第 二 项 为 核子 当 自 旋 
变化 时 的 情况 。 如 果 衰 变 的 中 子 是 一 个 原子 核 的 组 成 部 分 ,那么 
该 中 子 的 衰变 即 成 为 原子 核 的 8 衰变 。 第 一 种 情况 对 应 于 原子 
核 衰 变 满足 费 米 选择 定 则 ,第 二 种 情况 对 应 于 衰变 满足 泰勒 
定 则 。 
以 矩阵 


-Jo+a)=( :| 
Ot “人 102 0 0 SG 


Lv pp | 
De 


(7. 249) 
表示 使 沿 = 轴 方 向 的 自 旋 增加 ,减少 一 个 单位 的 算 子 。 今 考察 终 
态 yj 沿 z 轴 方 向 的 自 旋 比 初 态 ys 小 一 个 单位 的 情形 ,于 是 
(Oo Jy) = Mor (yror ys) = (Was 办) = 0 
这 里 5 表示 初 态 ,f 表示 终 态 。 据 此 ， 
MP = (yjoigs) = (Yjor go) + (fo po) = Mer 
Mr = (gio) = (gio gs) — (frior 内) = iMor 
MS =0 (7 250) 


“ B12 。 


代入 式 (7. 248) ,得 
vo fa pss pt | S | bYo 


i 和 2 各 
= pot pth pr {Me Dg gi 


Co) 一 cop | Gov) es Mr Deg 


(gp.) 去 
[a (0 ) —s, Pg: |[ 1—G, 0) | ) (7. 251) 
其 中 入 二 SV;X%2 二 了 T.A 上 且 
和 王 站 770 一 me E= pe 
p, 


fopes pnt | S| bo = Ea Cp + pr +b 一 入 并 站 计 | 炽 
于 是 单位 时 间 的 跃迁 几率 为 
w=||| SE Cp, + p. +p — ps) 。 
I(f | M | bl?d’ip,d’p.d’p, (7. 2520) 
上 式 乘 一 (2n)' 1 得 到 每 个 衰变 的 原子 核 或 每 个 衰变 的 中 子 的 豪 
变 几 率 , 此 积分 应 理解 为 包括 对 自 旋 rst 的 求 和 。 依 式 (7. 250)， 
之 IMT 2 


2 


= | Mr PD er d+tGCog|1 十 Exe i 


(op)(oy) cp。 


FF 上 
EX FE & Ty CC | (Ws ) gs 


i 
| (0) (ter) PP 一 sex EP (oy) 


Ej? 中 十 于 Ma Zererla+G5 Gt « 


= Sl 


(Cape) (ay )o+ 一 EG * 


| (3+ eee Eh) a 


(na LP |p, — Gr + 0) oe (owe 


Em 
3 Ee 一 入 ep (aoy)a: + ger Sep 
(op.) i / 
oo SE jp (7. 252) 
在 上 式 中 1 一 SV; 7 一 TA; 并 对 中 微 子 的 自 旋 上 求 和 ,又 使 用 了 
1 
从 式 (7. 249) ,有 
_1/10 0 _1 
CC- 0+ 二 Ee 1 )= Fl) 
和 1 (C7: 258) 
o_ (GV )o+ 一 人 ,= Fl 0) 


进一步 对 电子 自 旋 * 求 和 等 于 在 式 (7. 252) 中 取 gp; 、y 之 间 的 矩 
阵 对 角 项 之 和 。 使 用 式 (7. 253) ， 
2 (FIM|b)l: 


4 p= ,Pp: 
= Mr |* Dai gx (+ OC 1+ oer phy 


(Cp. 品 
@ to) Es)) + Mor Zerec(G+CGco)， 


2 a 
La | Er 人 (ev | er) 六 《Ce | Cr) se 


pe V3 pe c 
[» (er +e) pe + res |) (7. 254) 


7.3 重 整 化 
7.3.1 放射 修正 

当 碰 撞 现象 只 涉及 电磁 作用 时 ,计算 与 实验 结果 一 致 ,这 表 
。314 。 


明 对 于 电磁 现象 的 量子 理论 的 正确 性 ;但 更 高 一 级 的 微 扰 修正 计 
算得 到 的 结果 均 包括 发 散 的 积分 。 根 据 场 论 计算 ,电子 及 其 周围 
的 电磁 相互 作用 导致 的 电荷 变化 是 发 散 积分 。 为 了 克服 量子 场 
论 的 发 散 困难 ,物理 学 家 提出 了 重 整 化 理论 。 

对 于 电子 、 光 子 的 自 能 积分 和 顶 角 的 放射 修正 , 先 讨 论 由 下 
面 三 个 费 曼 图 代表 的 发 散 积 分 ,如 图 7.1 所 示 ; 这 些 图 可 以 成 为 
更 复杂 费 米 图 的 组 成 部 分 ,于 是 一 般 情 况 下 这 些 图 的 外 线 不 应 理 
解 为 表示 自由 的 粒子 , 即 动量 变量 p, .gq, 等 不 一 定 满足 条 件 三 三 
一 m? .02 一 0。 图 7.1(a) 图 7.1(Cb) 称 为 电子 .光子 的 “ 自 能 ” 费 米 
图 。 由 于 该 过 程 导 致 单个 电子 或 光子 总 能 量 的 变化 ,因此 图 7.1 
(c) 表 示 顶 点 的 放射 修正 , 它 是 由 组 成 一 个 顶点 的 电子 线 放出 和 
吸收 光子 & 造 成 的 。 


pq 
9 
Kk 和 
pk ) 人 kg E pt 
p ; ? 
( (b) (c) 


a) 


图 7.1 
在 费 曼 图 中 插入 图 7. 1(a) 等 于 在 矩阵 元 里 引进 发 散 的 积分 ， 
攻 i(p—h)—m i 
K(p) = >]», i rear 


式 中 Pp 一 Xp 一 Xk,。 注 意 到 (p 一 k)? 二 (p 一 有 )? ,得 


“yu e? | i(P—h)—m 0 
K(p) ~ > (27r)4 Yo ed 


(7. 256) 
命 下 (2 ,表示 上 述 积分 的 被 积 函 数 ,由 泰勒 定理 ， 
Fp)= Flom b+ Bim) FD) 


“ SLS 8 


二 (pC—im)?Fi(p,k) (7. 257) 


记 
4 到 
7 = 二 | Fm, bd'k 
a 4 
1 [名 Fb ,| dig 《7.258) 


Ki =— ni | Fp,h) dh 

故 式 (7. 256) 变 为 
K(p) = Jo+t(pm 人 + (pim): Ki(p) (7.259) 
9 ee 3 本 

依 FGim 有 SFCBP RD 。 、F, 全 ,已 等 函数 ,当天 充分 大 时 的 


渐 近 行为 ,J。 是 线性 发 散 , 刀 是 对 数 发 散 ,K1(p) 是 有 限量 。 注 意 
到 Jo、Ji 在 洛 仑 兹 变换 下 的 不 变性 ; 设 经 过 洛 仑 效 变换 p, 变 为 
p/P 二 Xp 变 为 bp 二 yp,, 则 式 (7. 259) 各 项 具有 明确 的 协 变 性 。 
Jo 表示 质量 变化 、 凡 表示 电荷 变化 。 


图 7.2 


考虑 光子 的 自 能 图 7.1(b) 分 析 可 知 其 属于 发 散 积分 。 图 
7.2 表示 Mkller 散射 的 高 级 微 扰 修正 。 对 应 的 S$ 矩阵 元 为 
RN | S | pir, p25)0 


2 
= 60: (p11 p2— pi — pi2) ， 
V pt 
2 ‘(pi) yu, Cp1) 7 pe (9) 2 ies (pa)Y, us ps) 


(7. 260) 
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式 中 g==pi 一 pi， 
K, (9) = 27 ex|s | 


i (B+)— 
(十 广 人 十 m? 一 ze 

该 积分 是 不 大 于 二 次 发 散 的 ;sp 表示 [L…] 中 4X4 矩阵 乘积 的 对 
角 项 和 。 

张 量 K,, (q) 为 g, 的 函数 在 最 普遍 情形 下 的 形式 是 

K, = gd.K (02) +6,.K,(g’) (7. 262) 

因为 电荷 守恒 ,所 以 Ki(g*)、Ks (gq ) 不 可 能 相互 独立 。 

式 (7. 256) 可 写成 

pe | S; | pir, p25)0 


(p—39) tm ie 


dip (7. 261) 


4 m v 
Con 0 (p+ p's pi — p2) rs 


2 pO Ya p1) Fiei(g) (7. 263) 


fab = 2 Mp 
20 20 


ju(q) 可 作为 电流 密度 j,, (zx;) 的 健 里 叶 分 量 ， 

ju (zx2) = |j, (expli(grs) ld'g (7. 265) 
式 (7.265) 给 出 的 j, (zs) 可 作为 吸收 在 zi 点 放出 的 光子 gq 的 有 
效 电 和 荷 - 电流 分 布 。 该 分 布 实际 上 包括 电子 2 本 身 的 电荷 - 电流 
及 其 诱导 出 来 的 真空 极 化 效应 产生 的 电荷 - 电流 。 上 式 必 须 遵 守 
电荷 守恒 : 


Eu (p's) Yu, ps) 


(7. 264) 


0 ay 0 (7. 266) 
do 


a 


式 (7. 265) 代 入 式 (7. 266) ,有 
qj un(q)=0 (7. 267) 
以 式 (7. 264) 式 (7. 262) 代 入 式 (7. 267) ,有 
guK,,(gq) = gq Ki(g)+ RK(g)=0 (7. 268) 
即 Ks(q) 二 一 gy Ki(gq), 表 明 Ki1(q*)、K;(gq) 不 是 相互 独立 的 也 
数 。 式 (7. 262) 又 可 表 成 


K,, (gq) i (guq, — .9 ) Ki(g’) (Ts 269) 
取 F,(q,p) 为 式 (7. 267) 的 被 积 函 数 ,对 4 展开 ， 
F,(qg,p) = (gd 一 992)FC92 ， 力 ) (7.2705 


若 略 去 FF, (gq,p) 对 积分 无 贡献 的 部 分 , 式 (7.270) 是 得 出 式 
(7. 269) 的 唯一 可 能 。 从 忆 , (gq,p) 当 gq、p, 均 充分 大 时 的 渐 近 行 
为 知 Ki(gqg ) 为 
A | Fe ,pd'p (7. 271) 
式 (7. 271) 为 对 数 发 散 。 导 入 
Fi(g’,p) i Fl(g:,p)— F(0,p) 
式 (7.271) 可 写 为 


Ki(g’) =C+ |Fi(g,p)d'p (7. 272) 


C= |F(0,p)d'p (7.2737 


式 (7. 273) 也 为 对 数 发 散 , 式 (7. 272) 右 边 第 二 个 积分 收敛 。 
以 式 (7. 272) 、 式 (7. 269) 代 入 式 (7. 260) ,得 到 发 散 部 分 ， 
o( Dr,p2s |S | pir, pzs)o 


e ol / a ) 7722 
= pi+ps—pi—p 5 
Cr A 


Da pu pi) 。 


Hv 
1 
8 = 
而 gq==p1 一 pp 二 ps 一 pi, 依 电荷 守恒 定律 式 (7. 266) 式 (7.267) 有 


» 318 。 


(2 二 / 
EZ (Ql, 0.9°) gq? a Ee: (Pa) Yus pz) 


> )qj,(9) = Dgqis (pr)yus(ps)=0 


有 (9) 为 电子 2 的 电流 ,于 是 
di | Ss | Pir, Pp2s)o 


2 


= 《2 pt ps pi pz2) 2 a 
V pio Pz0 P10P 20 
BR PP 
£ gd2 一 在 dg2 一 在 5 Hs 


(7. 274) 
可 以 证 明 发 散 积分 C 表示 电荷 的 变化 。 今 考虑 图 7. 3 表示 
的 过 程 ,其 为 电子 M$ller 散射 的 高 级 微 扰 修正 。 若 舍 去 经 过 zx 
的 电子 线 , 则 该 图 就 是 图 7.1(c)。 对 应 于 图 7. 3 中 过 程 散 射 矩 
阵 为 
PT spor | EW | Pir, Pp2s)o 


2 
= ST 一 龙 ) 。 

V Pio P20 P10P20 
ur (pi) Lu Wp i (p2)Yus(p;) (C7, 275) 


~ ze i( 力 一 及 ) 一 7 
Lt) > 和 (一 有 一 


(pi—k):+m—ie 有 2 一 


一 d (7. 276) 
ie 


pIl=p1-g 


py=p2tg 


“ B19 % 


式 (7. 276) 为 对 数 发 散 。 记 下 ( 思 ,q,) 为 式 (7. 276) 的 被 积 函数 ， 
并 取 
Fi,(pi,gsk) = F,(pi,g yk) — FGim,0,k) (7.277) 
这 样式 (7. 267) 变 为 
L(gsb) = L,C0sim) + cts | FuCBs p's gb) dk 
(7. 278) 


L,(0,im)—— Ty nr|F, Co 全 


上 
四 之 i 
旋 十 2m 1 
ey 
尽管 式 (7. 277) 右 边 各 项 为 对 数 发 散 积 分 ,但 是 其 差 收敛 。 作 为 
矢量 的 式 (7. 279) ,可 有 


d (CFs 279) 


L,(0,im) = 7,L (7. 280) 
因为 式 (7. 279) 右 边 积分 发 散 , 所 以 式 (7. 280) 中 的 工 为 无 穷 大 常 
数 ,上 表示 电荷 的 变化 。 

图 7.1(a) 对 M$ller 散射 的 高 级 修正 也 有 贡献 。 相 应 的 费 曼 
图 由 图 7. 4(a) .图 7.4(b) 给 出 ,对 于 图 7.4(a) 的 S 矩阵 元 为 

| Ss | pir, pzs)o 


2 
= 和 (| pa— pi — pa) < 2 Cp)Y, © 
ee y 
i EE Pi)u Cp 人 (po)yus(ps) (7.281) 
(a) (b) 
图 7.4 


“ B20 * 


式 中 KK(pi) 由 式 (7.259)、 式 (7.256) 给 出 , 故 上 式 含 有 电荷 变化 
ee 


芭 
Wy 
Re 
i dm Ju pr) Pi (p2) yus (p;) 
1 
(7. 282) 
同样 图 7. Wn he 的 项 为 
呈 
Con < 十 办 一 本 z(P)。 
V Matt 
a a Cp) 了 pk (ps) Yups) 


万 ?72 一 让 

(7. 283) 
计算 表明 式 (7. 276) 中 表示 电荷 变化 的 发 散 项 和 式 (7. 283)、 式 
(7. 282) 恰 好 抵消 。 


7.3.2 发 散 困 难 消 去 法 


重 整 化 理论 包括 三 个 部 分 :(1) 证 明 产 生发 散 困难 的 费 曼 图 
的 种 类 有 限 ;(2) 用 协 变 方法 分 离 计 算 结 果 中 的 发 散 部 分 与 有 限 
部 分 ;(3) 证 明 分 离 出 的 发 散 部 分 只 代表 “不 可 观察 ”的 质量 变化 
pe 并 给 出 消除 该 发 散 部 分 的 步骤 。 这 里 仅 讨论 重 整 化 

论 的 第 三 部 分 。 

描述 电子 和 光子 系统 的 总 拉 格 朗 日 函数 密度 为 


Y= 十 级 十 妇 (7. 284) 
ER 
4 2 a 本 RL mopy (7.285) 
GO 一 下 4. 9A, 
a a (7. 286) 
4 = ieogy yA, (7. 287) 


这 里 mo 、eo 表示 电子 的 原始 的 质量 、 电 荷 。 而 
.321 * 


aA, aA a 
| “ “下 并 一 4 A i 0 (7. 288) 


pa 
9 QT, a 


表明 式 (7. 286) 等 价 于 


1 /9A, 3aA \ /1a4A， aA 
la Be) 他. 人 用 
相互 作用 导致 电子 质量 变化 ， 
mo—> m 一 mo m (7. 290) 


式 中 6m 为 电子 的 电磁 质量 ,m 为 实际 观测 的 质量 。 电 磁 作 用 导 
致 的 电荷 的 变化 原因 为 :(1) 电 子 和 电磁 场 的 作用 常数 ee 本身 相 
互 作用 产生 的 变化 ; (2) 相 互 作 用 产生 的 场 算 子 归 一 化 的 变化 。 
而 二 ZIZaZ 计 6 
x)= VLgx) Vr) 一 VZ1Cz) (7.291) 
A,(z)= VZA(Cz) 
式 中 Z1、Zi、Z 为 电荷 变化 的 重新 归 一 化 因子 。 在 式 (7.284) 一 
式 (7. 287) 中 代入 式 (7. 291) 、 式 (7. 289) ,得 


8= Bi 二 + 人 hs CU: 292) 
其 中 

, 1 9 J dd J 
g, 1 F 9Ay, 9Ay, (7. 294) 


2 i OX, dn 


4 ie Phy A (2 BY Sd 


jy 9zZu 9 
9 1 可， 二 
[3 7, ~ 2 天 页 Xp + mpg | 
A + 
a (7. 295) 


式 (7.293) 中 的 加 为 实验 观测 的 电子 质量 ,这 正 是 自由 电磁 场 的 
拉 格 朗 日 密度 。 式 (7. 295) 除 右边 第 一 项 为 通常 的 相互 作用 拉 格 
。 322 。 


朗 日 函数 外 ,其 他 项 都 为 “抵消 项 ”。 因 为 没有 考虑 m、e、y、Ai 与 
mo eo 、、As 等 之 间 的 差别 ,所 以 这 就 等 于 舍 去 了 全 部 的 抵消 项 。 
式 (7. 291) 给 出 的 场 算 子 的 重新 归 一 化 ,事实 上 就 是 在 通常 微 
扰 计算 中 应 考虑 的 波 函 数 或 状态 失 量 。 康 普 顿 散射 初 态 的 态 矢 为 
V, = ar (p)ce (k) | 0)» (7..296) 
ax7《(p)、ce (kK) 为 自由 ( 裸 ) 电 子 、 自 由 ( 裸 ) 光 子 的 放出 算 子 。Y (5 
表示 初 态 ) 满 足 归 一 化 条 件 
Viv,= 1 (T2979 
由 于 每 个 粒子 在 碰撞 前 均 受 到 电磁 相互 作用 ,因此 该 作用 使 碰撞 
前 的 态 和 撩 变 为 


VV= ,+ (7. 298) 
W 表示 上 述 矢 量 的 变化 。 从 亚 ' 亚 二 1 知 亚 满足 的 归 一 化 应 改 为 
ViV,=1— ViYV, (7. 299) 

注意 到 gi ys 过 1, 于 是 
VW, = Z7Z3ar (p)ecs (Ck) | 0) (7. 300) 


分 析 推 知 场 算 子 归 一 化 的 变化 等 效 于 电荷 的 变化 。 
如 果 在 式 (7. 295) 中 舍弃 一 切 抵消 项 ,那么 
0 Cr ie > iy A (; 301) 


当 yh 、Aw 变 为 Jy、A， 时 , 式 (7.301)、 式 (7. 294) 、 式 (7. 293) 、 式 
(7. 292) 给 出 的 总 拉 格 朗 日 密度 就 是 前 面 描述 相互 作用 的 电子 场 
和 电磁 场 的 拉 格 朗 日 函数 ,这 时 

{dn (sme)) =—iS (zs— 2 ) 

[Ay (x) ,A (zx) =—id,D(z—z) 
对 应 的 电子 的 放出 、 吸 收 算 子 ai; (p)、ai(p) 表 示 放 出 、 吸 收 一 个 


(7. 302) 


质量 是 x、 电荷 是 e 的 自由 电子 , 即 

{aw(p) ,ar (p)) = 66(p—p’) (7. 303) 
据 此 ， 

{a(p) a? (p)} = Za6.(p—p’) (7. 304) 


这 样 康 普 顿 散射 的 初 态 可 表示 成 
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yp 二 一 Qir(P)cr (Kk) | 0> (7. 305) 


Zi = 加 二 1 一 J 
Zs 工 一 2GC Zem = J | 


Jo、Ji、C、L 为 图 7.1 给 出 的 发 散 积 分 。 以 式 (7.306) 代 入 式 
(7. 295) ,得 


< 9 9 
hs = ie 2 Ty A 一 Cs aie 人 人 


(7. 306) 


n(n 3, 1 2 gp) 


一 人 Spy A t opp (7. 307) 
将 费 曼 图 中 对 应 于 上 式 中 抵消 项 的 新 项 点 及 在 S$ 矩阵 元 中 出 现 
的 相应 于 这 些 新 顶点 的 因子 列表 如 下 : 


对 应 于 抵消 项 的 新 顶点 ,在 S 矩阵 中 出 现 的 新 因子 


(2n)*Jod (p—p’) 


(2n)*C8! (k—k’) 
k 
局 
Kse 
LE (2r)'eLed'(p—p’—k) 
万 
忆 
1 (2zx) J1(iptmo(p—p’) 
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由 上 得 到 相应 于 图 7. 5 中 的 两 个 费 曼 图 的 S 矩阵 元 为 
opr KE | S | pr ,ke »o 
人 2 


二 让 


mm = ZN *7 
k) 2 (PP )e 。 
2V pokop oko 
i(p’ Tk)—m 


Te, FLiCp TE) tm 


i(pih)—m - ,a 
- (Pp) 7. 
(pk)? Ey Pp (7. 308) 


LR 
pr Ke! 


pr ke 


(a) 


(b) 


图 7.5 
这 正 与 从 式 (7.259) 等 式 给 出 的 相应 于 图 7. 6 
的 过 程 S 矩阵 元 中 的 发 散 部 分 相互 抵消 。 同 w 
理 计算 得 到 对 应 于 图 7.7(a) 所 示 过 程 的 S 和 矩 
阵 元 为 
olpir’ ,pzs |S| pir,p2s)o 


e Po ne 
= 1 (pit pa— ph —p) 
Cm Pu pr Pio Pn 
一 / (pi CO— p1)? 
ne 
2 oA (pi1— p11) —ie 
C 


rp Pe Ya pe) 


(7.309) 图 7.6 
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依 式 (7. 308) . 式 (7. 309) 与 式 (7. 304) 中 的 发 散 项 相互 抵消 。 
图 7.7(b) 的 SS 和 矩阵 元 为 
oCpir ,pe2s, | S | Pirypzs)o 


光 
-ry (prt pa— A 一 加 )。 
2 
pyiel, 人 s 
V pio pao Pio p20 DP 
us(p'2) yuus pz) (7. 310) 


对 于 图 7.7(c)、 图 7.7(d) 所 贡献 的 发 散 积分 恰 和 图 7.4(a)、 图 
7.4(b) 的 S 和 矩阵 元 中 的 发 散 部 分 相互 抵消 。 


Pr p3s" 
pir Ps 
(a) (b 
a 
J 
(c) 
图 7.7 


利用 式 (7. 292) 一 式 (7. 295) 的 规范 不 变性 可 以 导出 Ward 恒 
等 式 


) 
) 


(d 


2 = 三 (7.311) 
称 之 为 互 德 恒等式 。 式 (7. 311) 代 入 式 (7. 291) ,得 
e = Zie= (1—2C)e (7. 312) 


它 表明 电子 的 原始 电荷 e 与 观测 电荷 e 的 差别 是 由 真空 极 化 效 
应 所 致 。 
最 后 讨论 “ 交 缠 发 散 ” 积 分 。 最 低级 的 该 发 散 积 分 对 应 于 图 
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7.8 所 示 的 费 曼 图 的 一 个 部 分 ,这 是 对 电子 线 的 级 放射 修正 的 
自 能 图 ,相应 的 积分 为 


3 / i(p—k)=m 
i(p—hk —R)—m i(p—R)—m 1 
本 一 到 一 全 一 二 一 
(7..313) 


式 (7. 312) 所 给 类 型 积分 的 收敛 条 件 为 :(1) 给 定 ,对 大 积分 得 到 
有 限 的 结果 ;(2) 给 定 & ,对 上 积分 得 到 有 限 的 结果 ;(3) 对 有 k 同 
时 积分 得 到 有 限 的 结果 。 
依 式 (7. 313) 的 被 积 函 数 , 当 有 、k 充分 大 时 的 渐 近 行为 知 积 
分 不 会 超过 线性 发 散 。 可 以 证 明 积 分 的 发 散 部 分 可 表达 为 
JJ 十 ( 访 十 mm) 了 1 
1 是 两 个 发 散 积分 ,它们 将 与 图 7. 9 两 个 过 程 的 贡献 相抵 。 


kK! 


L 


图 7.8 图 7.9 


7.4 路径 积分 
路 径 积 分 也 称 为 泛 函 积分 或 连续 积分 。 
7.4.1 量子 场 论 的 泛 函 积分 形式 
分 析 玻 色 场 。 设 8%(Cz) 为 实 标量 场 ,这 时 的 拉 格 朗 日 函数 为 
Lo |p Pz (7. 314) 
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将 空间 分 成 n 个 边 长 为 e 的 小 正方 格 , 以 $0(2) 表 示 在 第 a 个 正方 
格 中 场 $(x) 的 平均 值 , 视 之 为 场 坐标 , 即 $, (1) 二 q(t1)。 式 
(7. 314) 改 为 对 所 有 正方 格 的 贡献 求 和 的 形式 ， 


L = lim oe $lD) ,$lD) ,perald)) C7. 315) 


式 中 务 对 8 的 依赖 是 由 把 场 #Cz) 对 空 间 坐 标的 微分 变 为 差分 
引起 的 。 与 如 (0 共生 的 正则 动量 为 


攻 放 志 二 
9g.(z) 9¢(L) 
于 是 哈密 顿 量 为 
H= pgs—L = De (7. 317) 
这 里 | 
HK ras pas pars) = rps— (7. 318) 


量子 化 后 , 命 | 8,t) 表 示 算 子 8 (7) 的 共同 本 征 态 ,从 量子 振幅 
《es | 和 :导出 


lim( gt | 加) 一 lim | TT Tra Cr)] 。 


$a =1 l=1 
1 lone» > a) 
ba bE) 


€ 


Kratos peteCr1)) |) 


(7. 319) 
或 记 为 


gD 8 人 一 | [9g] 
p(X 
2 3 PTs) ,po 
exp| i dr|d: 了 | Cr) HX |) (7. 320) 
式 中 
DZ 


r(Czyt) 一 一 H=n$—Y (7. 321) 
9$ (7,1) 
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Tt、 和 % 就 是 x(x) ,XX(zx) 在 第 a 个 方 格 中 的 平均 值 ， 
L28jL2esr] = lim tm 1 lI Gap.(a) 1I 四 er 


(7. 322) 
取 拉 格 朗 日 也 数 密度 为 
C 1 9 28 1 2 
eB 
一 多 十 名， (7. 323) 


N= 二 站 十 十 3 VEC) V$(X) + 办 i Gh) 


(7. 324) 
上 式 代 入 式 (7. 320)， 


($ Dt | gz 一 Ca [ogjeqp|[ 二 | dr| $x (x ,DD)| 


(7. 325) 
"Ml edg’, (rt) 
[28] = - 
" a=] /=1 VV 2xifh 
在 量子 场 论 中 基态 为 真空 态 ; 取 W[J] 表 示 真 空 态 之 间 矩 


阵 元 ， 
W[ 门 =《o|Texp{ildz1cr,DjczD1 oo》 (7.326) 


这 里 JCz,o 为 c 数 函数 ,T 为 编 时 乘积 。 依 式 (7. 323)， 


WI[J] 
OJ (X11) (x) 0] (zx) 


=i(0| Tg Cr) gr)) | 0) 


J=0 

i G(x sre s,s) (7. 327) 
G(x1yT2 ,Th) 为 k 点 格林 函数 。 称 WL 为 格林 函数 的 生成 泛 
函 。 当 拉 格 朗 日 函数 密度 为 式 (7. 323) 形 式 时 ， 


W[J] = exp| i dz (+ sj) Wo] C7. S28) 
WoLJ 为 自由 场 拉 格 朗 日 函数 密度 
* 329 ， 


1 oo 1 2, 
i (7. 329) 
情况 下 的 生成 泛 函 ， 
(x 
WE lim gs Cz)980 2) [ogj¥s [#1] 
b> tj™>o° (I 


ee (7. 330) 


上 式 中 业 为 自由 场 真空 的 状态 矢量 泛 函 数 ,真空 态 的 能 量 五 取 
为 计算 WoL 门 ,把 $ 在 体积 中 按 实 正规 模式 展开 ， 


$7) 一 A/ quicosCk » x) + gosinCk « x)) 
大 


J 二， / 世 DCCs)eosCk » x) + jar(t)sinCk » x)) 
k 


(7.. 3881) 
式 中 对 大 求 和 只 包括 大 二 0 的 项 。 这 样 包括 外 源 的 拉 格 朗 日 函数 
为 
L,;= Lo 十 |Jadz 一 | ; (Cd whkqk ) 十 jugu | 一 Dip 
kl al 
式 中 


ok 二 K+m 


J 二 | Ccostk 。 XxX)d’x 
Jak 一 VTC)sin(k 。 xX)d’ x 


Lj 表示 无 穷 多 在 外 场 中 的 谐振 子 。 进 一 步 知 
WoL 门 = exp(3 | dr dr ju lr ) 。 


(7.332) 


Dr —zr,k)jn (oe)) 


1 “[™ 1 exp[— ko (zr 一 区 
Dr(t 一 rz,K) 一 一起 于 闪 . do 


330 s 


全 1,2; 式 (7. 332) 代 入 上 式 且 对 大 的 求 和 >, 换 成 积分 F025 
得 到 
WoLJ] = exp 人 二 | dz 人 dzrczoarcr 一 DJ 


3027 | 


(7. 333) 
1 | exp(CzRZ ) 
(2r) JR2z 十 7112 一 站 
为 标量 场 费 曼 传播 子 。 式 (7. 333) 源 于 
Wu[ 门 = NJ[ogJexp(i|[% x) +ieg’ + 181d'z) 


-== N|[ggjJexp(i|| 一 二 3 


2 gx Oe 


Ar (Xx) = 


dk (7. 334) 


一 去 Gm 一 站) 多 十 J4 |d'z) (7. 335) 

考察 离散 状况 ,把 时 空 分 成 体积 为 ef 的 小 方 格 , 命 # 为 $(z) 在 

第 a 个 方 格 中 的 平均 值 。 作 变换 |dz -> >)e! , 则 式 (7. 333) 中 
的 积分 可 表达 为 | 
ce (一 去 各 Aspgp 十 Jpp) 


式 中 
Ap (一 二 mz my 1€ ) op CR 336) 
这 里 已 为 差分 运算 的 矩阵 ， 
limrogs 一 Ce a (7. 337) 
依 高 斯 定理 ， 
Wo[J] = exp{ 志 ie'J.ABJe) (7. 338) 


其 中 A 有 为 矩阵 Ag 的 逆 阵 。 由 式 (7. 336) 
(—D +m:— ie)y (A )y = Og > er6(r— y) (7.339) 


“ 8331 % 


X.Y 为 第 a.B 个 方 格 的 坐标 。 由 式 (7. 337) 式 (7. 339)， 


lime “(A )% = Ar(z—y) (7. 340) 
Ar (Xx 一 y) 为 方程 
9 . 
( qx, az, 十 宕 ie Ar(r—y) = (zr—») (7. 341) 


的 解 ,这 就 是 式 (7. 334) 中 的 Ar。 式 (7.341) 代 入 式 (7. 339) 并 取 
e 一 0 得 到 式 (7. 333)。 式 (7.335) 代 入 式 (7. 328) 得 到 拉 格 朗 日 函 
数 式 (7. 323) ,于 是 


WI[Jj= N|[ogJexp( 二 |a'z|— 去 2 


9 风 


2 
一 去 Co 一 站 )82 十 (9) +$|) 


< NogJexp( 2 二 | [wa 十 二 十 条 #Jd'z| (7 S42) 
引入 欧 几 里 得 空间 格林 函数 生成 泛 函 WL]， 
We[J]= N|[ogJexp(—|| dizdr| 2 (9) + vg) 


gt 
tp Kp) — 1g |) (7. 343) 
可 以 证 明 式 (7. 342) 中 的 WL 站 是 从 式 (7. 343) 的 We[ 趾 把 tc 由 实 


轴 逆 时 钟 地 解析 延 拓 到 虚 轴 r 一 芯 得 到 的 边 值 。 
式 (7. 333) 代 入 式 (7. ly | 太 [L 门 显 式 ， 


W[J] =exp(i| %,(+ 


人 ) dm 中 
exp| | dz| dtzJ(z ArFCz — zx)J Cz)】 


(7. 344) 
当 和 中 内 合 常数 时 微 扰 展开 的 ” 阶 项 为 


ole 机 je «| , 
exp| 3| di | diz] Cx )Ar(x’ — zx)T(z)) (7.345) 


» HI» 


据 此 可 以 推出 通常 的 维 克 定 理 和 费 米 规则 。 故 可 以 将 式 (7. 344) 的 
泛 子 积分 作为 量子 场 论 的 起 点 ,得 到 许多 量子 场 论 中 的 重要 结论 。 
类 似 于 式 (7. 343) 的 泛 函 积分 是 在 离散 状况 下 的 公式 中 方 格 
的 边 长 e>0 的 极限 定义 的 ;以 上 的 理论 可 以 推广 到 多 个 玻 色 场 和 
更 一 般 的 相互 作用 的 情形 。 
现在 讨论 包括 费 米 子 的 场 论 的 泛 函 积分 形式 。 考 虑 在 外 源 
i 


% =—7(%, 2 i tm)y 
= hIATIW IT) HI TI nT) (7. 346) 


在 量子 场 论 中 应 把 7Cz)、7Cz) 视 为 相互 反对 易 上 且 与 场 算 子 Jy(x)、 
V(x) 反 对 易 的 量 。 对 y(x)、n(z) 作 三 维 傅 里 叶 展 开 ， 


D2 = oe [Eunbis Ct)exp( » x) 
Kk,s CO 
vedk(t)exp(— ik 。x)) (7.347) 
7(CZ) 一 /ys uy (texp(ik 。x) 
Kk,s CO 


十 WN 《(t6XEBKC 一 访 训 区 )) 
其 中 ;二 1、2;yw 、 关 kx、 这 相互 反对 易 并 与 5 .of .dd 反对 易 。 
利用 正 交 归 一 条 件 


二 
二 NE 
MUkX4Uk' 二 UksY 4 Uk es (7. 348) 
UgVUk’ 一 VaUp’ = 0 
Ue p= yi = 0 
推出 正规 化 的 哈密 顿 算 子 ， 


= | YY YY 十 加) 力 :一 动 一 由 dz 
= >》 [we (茂生 十 ck) — yeDbe 
Kk,s 


Mkak — Oyu 一 Qi] 一 SDH, (7.349) 
Kk,s 


“333 = 


Wu 74° = exp(—1 3) dr defye Ce) 


Kk,s 


exp(— zw | t—m Dye (Cr) 十 对 Cr)exp( 一 ze | tr—m Dae (DJ) 


(7. 350) 
从 起 (7. 347) ,起 (7. 348) 
ye = [加]exp(— mr) dz 
k 
(7. 351) 


Ak 一 /于 |expc- 让。xX)7CZ)ue (Td x 
式 (7.351) 代 入 式 (7.350), 完 成 对 极 化 求 和 ,又 以 >， 变 为 


k 
NW 


3 
aE ,有 


WuL7,7] = exp( 5|| dizd'z'TCr ) Se —z)z)) 


(7:352) 


Sr (xX) = 


| | CE 


(2r) JR&2 十 zz2 一 大 
就 是 费 米 场 的 费 曼 传播 子 。 
进一步 分 析 知 WoL7,7j 为 


Wu[7, 妇 一 N|IT [dbi db ddi ddi | 。 
Kk,s 
exp| i| 2 [eb — bebi) 


十 序 ( 人 da hy) HC bd dy 
Fd + diae |dr) (7. 353) 


这 里 Bk (7T) bE (tT)、di (Tt)、dz (Tt) 为 格拉 斯 曼 代 数 元 素 。 
。 334 。 


定义 
Ra = Cunbr (exp(ik » x) 
Kk,s 3 


二 vedg (t)exp(— ik 。x)) (7.354) 


人 /本 (多 (Ci)exp( 一 大。x) 


二 vedx (t)exp(— ik »。x)) 
yg(X) VCZz) 为 相互 对 易 的 格拉 斯 曼 代 数 元 素 。 由 式 (7. 354) 、 式 
(7. 348) 不 难 验证 式 (7. 353) 的 指数 上 的 积分 为 


上 uaz0a YD 一 了 zy V+m— i gz) 


十 了 ZWCz) HI 一 [dz[h G7) ,gC7)) 


ip TI fT) Hor fr) 十 办 GZz)7CZ) 
又 从 式 (7. 354), 有 


jy (xz)W(zx) dz = rs | Debs + dide) dk 


这 里 变换 y(x) Wy* (Cz) 一 外 bs dk 为 函数 空间 的 么 正 变换 ， 
变换 的 雅 可 比 行列 式 为 1。 又 det(y ) 王 1, 于 是 


ll [dbx db ddi da] = [2y [2y] 
式 (7. 353) 可 写 为 
WoLy,7j= Nexp| i dz[ 4 (Pz), yx)) 
tiep Tr) + nr yz) + Tz) nz)]) 


一 = Nexp| idz v(%, > 上 772 i )y 


& 


十 了 z)WCz) 十 WCG) |) (7. 355) 


对 于 费 米 场 与 标量 场 的 相互 作用 ,这 时 拉 格 朗 日 函数 密度 的 
形式 为 
4= 4% 二 nn (yy) 


(7: 356) 
% = Loy + Loy 


"8335 


其 中 2 由 式 (7.329), 式 (7. 346) 确 定 。 注 意 到 生成 泛 函 
Se 站 1 》 1 8 se 
Wly’ ,j= Nexp| 下 本 | i | 
| [do (abn Jexpl 让 Pa b* 6b) — H,(6* ,6) 
coL 21 


+ bb+y b+ Yd] (7. 357) 
可 以 证 明 
WL 1]= N| Lo og]L ogJexp (2 |d'z%, : 


1 § 1 5 1] 
( )| 
i 87CZ) i dmx) 1 SJ (xz) 


exp| Z|d'zL%, 十 Wy 十 iegy 十 ieg” 


十 天 十 ;十 向 了 | (7. 358) 
有 
W[77 门 = N|Copt op [ogJexp(i|d'z 


LA p18) + ieTy + ieg’ + Hy + 十 条 $$]| 
(7. 359) 
从 式 (7. 358) 、 式 (7.353)、 式 (7.335) 可 以 写 出 W[y,w, 门 的 显 式 
和 微 扰 展开 的 费 曼 规则 。 


7.4.2 连通 格林 函数 


考察 单 分 量 标量 场 。 由 式 (7. 346) 得 到 7 点 格林 函数 ， 

Glziszas Ta) = (0 | T($ Cri)°g (zx)) |0》 (7.360) 
的 微 扰 展 开 项 中 包括 一 些 相 应 于 互 不 连通 的 子 图 形 的 因子 。 相 
应 于 维 克 定 理 中 各 种 可 能 的 收缩 方式 ,G(x ,…,x) 可 以 表达 成 


n 


G(R] yy ys = SAB (7. 361) 


k=1 


式 中 A 表示 对 各 种 可 能 的 满足 >)n 二 的 的 组 合 求 和 ;B" 
ji 


sa 336, » 


k 
表示 对 zi ,xs，…,z, 在 & 个 因子 中 的 分 配 与 | G(x ,zx ,…， 
j=1 


xn, ) 的 积 求 和 ;G.(zi ,xz，… ,zy) 为 连通 图 对 p 点 格林 函数 的 贡 
献 , 称 之 为 p 点 连通 格林 函数 。 和 置 泛 也 ZL 了， 


WI[J] = exp(iZ[J]) = 5 人 (7. 362) 
因为 WL 门 归 一 化 成 WLJj,-o 二 1, 所 以 


ZLJ]/o=0 (7. 363) 
依 式 (7. 363) , 式 (7. 362)， 
n S"WI[ J a {0) (0) 
( 2 | 24 . 


(7. 364) 
这 里 Co 表示 对 zz 在 & 个 因子 中 的 分 配 与 
k 
n 3252 
全 BJ Cn BJ Cra) Co 
的 积 求 和 。 比 较 式 (7. 361) 、 式 (7. 364) 知 


( Le S"Z[ J 
BJCzi)SJ(Czz) 9J (zn) | 1=0 


称 ZL 了 为 连通 格林 孔 数 的 生成 泛 函 。 今 构造 可 生成 正规 项 角 的 
泛 函 , 为 此 作 勒 让 德 变换 ， 

rEg.] = 2[7]— J Cz)g. Cz)d'z (7. 365) 
经 典 场 $.(7x) 定 义 为 


Ss G. (xX 过 a 


6 
Cx) = AWA (7. 366) 
当 二 0 时 p(x) 为 场 的 平均 值 ， 
| = (0| $x) |0)=v Ch B67 
依 式 (7. 365)， 
Bg te] | 8] yy Doce ja'y Bo Cd he 9 er) 
结合 式 (7. 366) ,有 
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Bp [$e] J (z) Cs 


368) 


轴 (zz) 为 泛 函 微分 方程 式 (7. 368) 的 解 。 式 (7. 368) . 式 (7. 366) 在 


形式 上 对 称 。 由 式 (7. 368) 式 (7. 367) 得 到 


0 ee 
Bg Le = (7. 


$e = 
式 (7. 369) 表 示 $ 场 的 真空 期 望 值 为 LF. | 的 变 分 极 值 。 
关于 L$ 高 阶 变 分 的 物理 意义 , 依 式 (7. 366)， 


DADC 四 
| Vie 


从 式 (7. 368)， 


SILt _ 8J(z) 
S$ Cz) Cy) p(y) 


jy R21] hla) 
AFlCz—.y) SJ (zx) (y) 6] (y) 


及 其 逆 (Ar) (= 一 y))， 


[akCz— 2 (ADT (ze— yd'z 一 :六 一 加 (7 


由 式 (7. 371) 式 (7. 307)， 
ST[g.] 


= (Mr (和 
8ygCz)84.Cy) Ar) (并 一 2)) 
当 J 二 0 时 依 式 (7. 372) ,有 
= pC y)J,=0 一 让 (并 y) CR 
为 $ 场 总 传播 子 , 则 
iTL4 二 
人 
6°TL$.] 、 
朋 | ， 为 总 传播 子 的 道 。 


对 式 (7. 370) 变 分 5- 并 应 用 式 (7. 371) ,推出 


“ 388 » 


369) 


370) 


371) 


: 872) 


373) 


374) 


375) 


376) 


中 5°2[]] SJ (Cy) 8J (zx yay /dt 
SJ Cx Cy T(z ) S$.Cy) 8. Cz) 
ABN ST[g :| 和 一 
中 汀 (3J07) pedy ) Bp. i Yo 
在 上 式 乘 Ap 并 积分 ,使 用 式 (7. 371) 一 式 (7. 374) ,得 
J] Cz] (y)8] (2) 
=||| a dy dr’ iArCz—z)) NR 


> / / id TL ] 
ipt ,Cy ee Ca 


(7. 377) 
依 式 (7. 377) 知 
TL $.] 
$e CT) Op Cy) Re CZ) $= 
为 单 粒子 不 可 约 三 点 顶 角 。 一 般 而 言 单 粒 子 不 可 约 n 点 顶 角 是 
去 掉 外 线 传 播 子 且 不 能 通过 切断 一 条 内 线 而 分 成 两 个 不 连通 部 
分 的 n 点 格林 函数 , 称 作 点 正规 顶 角 。 
利用 数学 归纳 法 证 明 T[$.j 在 $. 二 wv 处 的 任意 阶 变 分 为 正规 
顶 角 。 设 此 论断 对 nn 阶 成 立 ,并 且 


oy 2 人 0 
% SJ (Xz1)°0J (x,) EE lI4 F(Z wy i) 


i8"T'[$.] | 
S$ CX 1) BB Tn) 


(7.378) 
式 中 dz 二 dridz2…dzs,R, 为 单 粒 子 可 约 项 。 显然 R, 可 以 表 
示 成 一 些 内 线 的 树 图 之 和 ,每 个 树 图 由 对 应 于 
5”"T'[$. | 
S$e CX1) 8 CT2) "Op Tm) 
的 正规 项 角 及 相应 于 Ap 的 内 线 和 外 线 组 成 。 由 式 (7. 377) 知 当 n 二 3 


时 式 (7. 378) 正 确 。 又 对 式 (7. 378) 变 分 , 故 式 (7. 377) 可 写 为 


“ S89 * 


A 
( Dy. AF(Y— z) 


=||| drady de (— Re 


iS°T[$.] 
' 8$ (x OeCy ) dz ) 
(7. 379) 


当 亲 作用 于 式 (7. 378) 中 因子 A*(? 一 >)) 时 ,得 到 的 结果 是 产生 


(y—y)j(—iAF(z— z) 


一 条 新 外 线 一 条 新 内 线 和 一 个 新 三 点 正规 项 角 。 当 3 作用 于 式 
(7. 378) 的 一 个 正规 项 角 因子 时 给 出 
.6 S”"T'[$.] 


4 ' LN ce , 
" 8J Ope Cy1) "Op Ym) EE i )A F(X x) 


,id™"T[$.] 
Be Cx ) dpe Cy1) Spe yo) 

依 归纳 假设 , 当 m<n 时 这 样 作用 的 结果 是 产生 一 条 新 外 线 ,其 连 
接 在 R, 内 一 个 原来 的 m 点 正规 顶 角 上 ,把 它 变 成 一 个 mm 十 1 点 
正规 项 角 。 上 述 两 种 情形 给 出 的 均 为 有 内 线 的 树 图 ,也 就 是 单 煌 
子 可 约 项 。 显 见 当 音 作用 于 式 (7. 378) 中 除 F-C 入 02 之 
外 其 他 一 切 的 因子 时 即 得 到 十 1 点 连通 格林 函数 的 有 内 线 的 树 
图 的 全 部 。 故 


( 


SR 击 SHA] =| ,TT ; es 
a J Isr wi 为 


i0”™ 1 T[$.] 
38 CX 1) dp (Tn) TR 


(7. 380) 
这 里 dz 一 dridr2…dz%r1,R,t1 包 含 所 有 的 单 粒 子 可 约 项 。 从 
而 证 明了 


STL ] 
Br Oa eB CE | 
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为 ?十 1 点 正规 顶 角 , 称 TL$. ] 为 正规 项 角 生 成 泛 函 。 
记 PCzyz ,Xi) 为 n 阶 正规 项 角 , 以 上 结论 表示 正规 顶 
角 生 成 泛 函 可 以 表示 成 


rg]= > 了 | rc TT [gz,) — vjdX (7.381) 
yn | 


7 一 2 


式 中 (X) 一 (zyz…z)、dX 一 dzidz…dz。 推 证 中 使 用 了 
式 (7. 369) ,结果 式 (7. 381) 中 无 2 一 1 的 项 。 
由 于 平移 不 变性 ,Fw (zyz wz) 仅 与 2 一 1 个 坐标 关 
志 一 加 有 关 , 因 此 其 傅 里 时 变换 产 ?”(xi ,xs，… ,x,) 定 义 为 
PY Cr, za (2A (pi 二 ps 二 + p,) 


n 


二 | Tec- ipjz dz ro (Ch sb ws Er) 


(7. 382) 

上 述 导 出 的 公式 可 以 推广 到 N 个 标量 场 $8;(j 二 1,2,…,NN) 
的 情形 ,只 要 认为 坐标 x 含有 指标 j ,对 xz 的 积分 包含 对 相应 的 j 
求 和 即 可 。 

式 (7. 369) 确 定 的 % 场 的 真空 期 望 值 对 于 研究 自发 破 缺 具有 
重要 意义 。 对 此 考虑 N 个 标量 场 $; (zx) 0G 一 1,2,……,N), 引 进 超 
势 Wg) 

P| Be y=8 一 一 (2r) 0 (0) Wy) (7. 383) 
而 po 一 (Cp)) 不 取决 于 工 依 式 (7. 383) 、 式 (7. 382)， 


ee 


Kg) 一 一 > a (0,0,.…,0) [I Cg, 一 本 《04) 


n=2 
据 此 ,有 
中 本 
/| 》 = (0,0,… ,0) (7, 385) 
dp;, dg;, dg;, 9 Se 3 
对 应 于 式 (7. 369) , 令 
d 
人 (7. 386) 
dp; 了 g—v 


从 式 (7. 385) 式 (7. 384)， 
.341 。 


/ —] . 
| ,二 (0) J (7. 387) 


其 中 [CXF) ?Cp)j ee ! (xz)ji 的 依 里 叶 变 换 。 和 矩阵 
(Ag) 1(p) 的 第 ;个 本 征 值 在 p? 二 一 m? 处 有 零点 ,mj 为 粒子 质 
量 , 此 外 无 其 他 零点 ;在 零点 附近 它 有 十 mr? 的 行为 ,于 是 和 矩阵 
(XE) 1(0) 的 本 征 值 当 mj 关 0 时 为 正 。 式 (7.387) 、 式 (7. 386) 表 
示 此 刻 人 op) 在 p 一 ”处 极 小 。 
取 拉 格 朗 日 函数 在 变换 
p> —idLag (a=1,2,.,7) (7. 388) 
下 不 变 , 太 定 为 实 对 称 和 矩阵, 在 ZL 了 的 泛 函 积分 表示 式 


expGZ[J]) = N| [2g]exp| i| LA) + iegyp) + 1981Jd'z) 
中 作 形 如 式 (7. 388) 的 变换 可 以 推 知 Z[ 门 在 变换 


J; 一 用 — by) (C7; 389) 
下 不 变 。 依 4 此 性 质 与 TL$. | 的 表达 式 
TL$.] = ZLJ] —|J gn dz (7. 390) 
A 这 (7. 391) 
可 知 Ky) 在 变换 
Gp; > 9; — Lyig (7. 392) 
下 不 变 , 即 
d 
[9 |ip =0 (7. 393) 


对 式 (7. 393) 求 导 并 结合 式 (7. 387) 、 式 (7. 386) ,有 
Fa dg Kp) | a Lav (AF) 7 C0) Lv, 三 0 (7. 394) 
因为 (AF) 1(0) 的 零 本 征 值 对 应 于 零 质 量 粒子 ,所 以 从 式 (7. 394) 
可 以 推出 Goldstone 定理 : 零 质 量 Goldstone 粒子 的 数量 等 于 使 
L3 vi 关 0 的 生成 元 的 数量 。 以 上 的 讨论 考虑 了 微 扰 的 任意 阶 的 
。342 。 


7.4.3 圈 数 展开 法 


为 了 表明 按照 费 曼 图 的 圈 数 展开 的 性 质 ,引进 参数 使 生成 
泛 函 为 
WI[J]= exp(CZL 门 ) 


尘 Nexp| 2| ; | ; 5 |dzjexp( 委 ||wzdz 。 


Jj(x AF’ 一 DJiCz)] 


(7. 395) 
将 式 (7. 395) 依 7 的 寡 次 展开 然后 取 ) 王 1。 由 上 式 知 每 个 顶点 有 


一 个 因子 二 ,每 个 传播 子 因为 有 一 个 4, 于 是 每 个 有 下 条 外 线 .1 


条 内 线 、V 个 项 角 的 费 曼 图 有 一 个 因子 X45 "。 又 因为 对 任意 的 
含有 上 个 闭合 圈 的 费 曼 图 存在 关系 

L—I+V=1 
所 以 按 1 的 寡 次 展开 就 是 按 团 数 二 展开 。 在 式 (7. 395) 中 4 大 地 
位 相似 ,这 样 按 圈 数 的 展开 也 是 按 声 的 寡 次 展开 。 

今 表 述 按 天 寡 次 的 展开 写 出 生成 泛 函 殉 [J 门 .ZL 门 .FLg 的 
方法 。 当 大作 为 小 量 时 按照 稳定 位 相 法 ,生成 泛 函 WLJ] 二 exp 
(iZ[]]) 的 泛 函 积分 表示 式 (7. 342) 中 主要 由 极 值 轨道 附近 的 轨 
道 作出 贡献 。 极 值 轨道 wy (z) 满 足 经 典 运动 方程 


2 
于 SE#o/]|， 0 (7. 396) 
而 
Sl,7] = jx 十 Jgojdz (7. 397) 
或 
a 9go 2 1 CN as 
By, az， (m5 ie) pot Linm po) ss J (xz) CP 398) 
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上 式 已 一 J]。 把 $ 场 在 $8。 附近 展开 ,在 式 (7.342) 中 作 变 换 
$CT)>g$o(T) 十 8p(x) ,得 到 
exp(iZ[J])= WLJ] 


三 Nexp| ES[go ,7])|[2g] 


i 1 9g 98 1 2  . 
exp| ja 3 hee, Br, 7 C0 ie 


一 # yw (go) ) | (7. 399) 


由 于 go 符合 极 值 条 件 式 (7. 396)， 因此 $ 次 项 在 式 (7. 399 ) 
内 不 出 现 。 在 式 (7. 399) 右 端的 泛 函 积分 中 作 变 换 $g 一 $ vi 后 , 除 
一 个 可 以 吸收 到 归 一 化 常数 N 中 的 常 系数 之 外 ,该 泛 函 积分 变 为 


ee 


2 9x, az 


k 
—— Ylgo) Gt DH A go) |) 《7.400) 
£3 k! 


将 式 (7. 400) 按 天 的 宕 级 数 展开 ,% 的 奇 次 项 对 积分 无 贡献 。 取 无 的 
最 低 阶 近似 , 式 (7. 400) 中 & 主 3 的 项 可 不 计 。 这 时 泛 函 积分 给 出 


= i qz 十 什 如 十 二 Fomi—ie — (go)) |#) 
a ni 


2 Gs 0 
dg。 1 
一 exp(— 1‘$.Awghp) 一 一 一 一 一 {7.401) 
I Vv 2n1 ” gp 以 det(e’ Ap ) 
当 e->0 时 矩阵 Ap 为 


Ag 9g8 一 ( 了 0 | m3 1€ i Cho ph 


-人 SN eT i (po) ) $7) 


9 5 
(7. 402) 
瑟 为 差分 运算 和 矩阵。 由 于 一 个 常 系数 总 能 吸收 到 归 一 化 因子 N 
中 去 ,因此 为 计算 式 (7. 401) 右 边 的 行列 式 , 只 需 研 究 行列 式 
由 
det(AFA) 
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这 里 和 矩阵 Ar 为 


(Ap) = (— 荆 十 mm 一 下) 可 (7. 403) 
即 
lim(Ar)oz = eAp(E— (7. 404) 
于 是 
ArA = I—ArpY hgo) (7. 405) 


式 中 宝 , (加 ) 为 对 角 和 矩阵 , 依 式 (7. 403)， 
det(ArA) = explLtr lIn(Ar A)] 
=exp{tr ln[ I — Ap Yin po ) |} (7. 406) 
式 (7.406) 代 入 式 (7. 401) ,再 代入 式 (7. 400) ,得 到 


二 疏 Tl 方 让 Eh 


(7. 407) 
上 式 中 舍弃 了 一 个 源 于 归 一 化 的 常数 项 。 为 从 ZL 了 推出 TL$oj， 
一 般 需 由 
6 二 
3 = $(z) (7. 408) 
解 出 依 $.(z) 表 示 的 J(z)。 但 在 到 一 次 项 近似 下 可 以 不 解 泛 函 
方程 式 (7. 408) 导出 L$.]。 事 实 上 ,从 式 (7.396)、 式 (7.397) 
给 出 
6 到 
访 S[% 7 = go 


由 上 式 与 式 (7. 408) . 式 (7. 407)， 
$e CX) = po lx) OF) (7. 409) 
由 上 式 与 式 (7. 396)， 


S[#sJ]= 3 和 , 门 十 | 六 [9 | ($e — $0) C7) dr 


十 jg 一 加 ) 一 SLg, 门 十 O( 直 ) (7. 410) 
其 中 Cg 一 加 ) 为 关于 pe— po 的 二 次 项 。 注意 到 


S[g, 门 = SL#]+ [J$ed'z 
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依 式 (7. 410) . 式 (7. 409) 式 (7. 407) ,推出 
I[$.] 一 SLy] 十 方 读 tr In[T— Arp in ($e) + OC ) 


(7. 411) 
将 上 式 中 的 对 数 展开 为 


一 请 > DitrLAF Lin Cpe ;FF 


并 利用 式 (7. 404) 把 其 展 成 积分 就 得 到 
Tr[#.]= S[#] 一 甘 > 直 |d'Y 
A (Ti — Xa) Lh $e x2)) AF Ts — x3) Lin 
($x3)) ApCz — XT1) Lh $x1)) (7. 412) 
dY 一 dzdtrz…dz 据 此 知 [$j 的 各 阶 项 为 经 典 作用 量 ,这 
是 树 图 。 进 一 步 看 到 TL$. | 的 大 一 阶 项 为 无 穷 多 个 单 圈 图 之 和 ， 
每 个 图 由 一 些 表示 标量 场 传播 子 一 iAr 的 内 线 和 对 应 于 因子 
it (加 ) 的 顶点 组 成 。 
对 于 拉 格 朗 日 函数 密度 为 


1 a8 1 
多 = 
J 


my (7. 413) 
的 状况 ， 

(办 ) = 一 序 go 风 
此 时 ”一 1,2,3 的 三 个 单 圈 图 如 图 7. 10 所 示 。 超 势 YCp) 由 式 
《7. 412) 、 式 (7. 383) 给 出 


>” 竺 | 0. 5gog 
Wp) = 2 mig tIigp 十 请 | 5 (2r)4 4 > 入 二 mi | 
(7. 414) 
其 中 9 与 x 无关 。 式 (7.414) 右 边 第 一 、 二 项 为 拉 格 朗 日 函数 密 


度 中 的 位 势 项 。 积 分 项 为 一 些 在 顶点 处 传递 动量 为 零 的 单 圈 图 
之 和 。 每 个 顶点 的 因子 方 是 由 于 交换 这 个 顶点 的 两 条 外 线 不 构 
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4FGrIm2) 


Aj(0) 4FOo2rxl) 
(b) 


(a) 


Ap(xy—x3) 


图 7.10 


成 新 图 形 ,# 耦合 项 的 系数 上 未 全 消去 。 
式 (7. 414) 右 边 "一 1、2 两 项 发 散 , 即 产 2 (0) .2 (0,0,0,0) 
发 散 , 可 以 采用 通常 的 重 整 化 方法 消除 。 记 


$= 如 VZ 
十 @ 


m = ZCm’ + On’) 
以 重 整 化 的 参数 m? 、g 及 重 整 化 场 pr 表示 , 式 (7. 413) 为 
于 一 地 mr 六 一 让 gp 


2 OF, Or 2 
A 
2 QT, GE, 2 ® 41! ES 

(7. 416) 
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选用 xz ,ZE5 抵消 FF® ?Cpi » pz2，, D3 ,pi) 中 的 发 散 , 在 单 圈 近 
似 下 只 需 考 虑 图 7. 10(c) .图 7.10(b)。 图 7.10(a) 和 外 线 动 量 p 
无 关 ,2Z 王 1; 若 取 


| d‘k 0. 5g ; 
(2r) ”AR2 十 7z2 一 起 

4 2 
i 二 | rn 
则 产 2 (Cp) Po (pi ,ps,ps,ps) 中 的 发 散 全 抵消 。 注 意 到 6m? 6g 
均 为 阶 , 在 式 (7. 414) 中 的 积分 项 内 可 将 go 、mo 一 g、m, 于 是 依 
式 (7. 416) 式 (7. 415) ,有 


(Wdl7 


1 1.1,.f dk 1/ 0.58pR \n 
Y 一 | | 
(gg) = 诗人 纺 十 语 gp | Gr a 
(7. 418) 
由 式 (7. 384) . 式 (7. 387) 所 取 重 整 化 条 件 为 
(7. 419) 


Fo (0,0,0,0) = g 
式 (7. 418) 中 的 最 后 一 项 作 维 克 转动 之 后 可 以 写成 


4 0. 5got 0. 5 go 0. 5gwp& \ 
去 声 | gin(1+ ee] SODR 人 | 


(27)’ 有 2 十 12 km 2 \R2 十 7 
天 A Os 5gepk 人 5gepRk 粳 SODR 
327 lm|, zd of 1 Z2 十 M2 4 | | 


从 中 可 有 
1 1 i | 
1 gr) 一 Fm Gk | HBPR 1 5 二 5| (m+ 六 sph】 
2 2 
in 人 (到 se ) 上 em* 妨 一 总 g'| (7. 420) 
上 述 对 Wgr) 的 单 圈 图 的 计算 可 以 推广 到 m0 的 情形 ,为 


了 避免 传播 子 中 非 物理 的 极点 或 避免 &<*0 处 的 红外 发 散 ,定义 
一 个 任意 参数 M2 >0 并 把 势 V(g) 表 示 为 
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1 1 1 
VD = M0 


同时 上 式 中 最 后 两 项 视 为 相互 作用 项 ,这 时 传播 子 为 二 二 元 ,有 
效 势 可 写成 


4 
从 pp ) 一 mg + 让 gk 十 二 该 | 1 。 
S 他 一 Me 十 0.5g oR 
n k++M 


式 (7. 421) 中 Ai 为 抵消 项 。 依 上 式 ， 


) +A: (7.421) 


1(gr)= mp + Zepk tats (m 本 epi) ® 
m’ 十 0. 5gOR 
A、B 通过 重 整 化 条 件 确定 。 重 新 定义 M 将 使 A、B 项 吸收 到 对 
数 项 中 。 
上 面 计算 也 可 以 推广 到 包括 规范 作用 的 情况 。 对 于 复 标量 
场 与 电磁 场 的 作用 ,其 拉 格 朗 日 密度 为 


FP, (je tid )s" (3 A) 
—m gg—g($’ $) +As (7.423) 
式 (7. 423) 中 A 为 抵消 项 ,并 舍弃 下 标 R, 又 以 g、F, 表示 重 整 化 
场 。 复 标量 场 $ 可 以 表达 成 


)+ Aigi + Bg (7. 422) 


1 ; 
和 一 (人 1 4 2) 人 24) 
9 万 风 9 4 
采用 朗 道 规范 计算 有 效 势 , 该 规范 中 传播 子 
kBR, 
am kz b (6,, k? .| 


满足 方程 名 Aj 一 0。 因为 两 条 动量 为 .如 的 标量 场 线 和 一 条 电 
人 磁场 线 的 作用 顶点 正比 于 名 一 & ,所 以 考虑 到 在 表示 Yq) 的 费 曼 
图 中 外 线 动量 为 零 可 以 知道 在 朗 道 规范 中 不 存在 如 图 7. 11 所 示 
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的 Wg) 的 费 曼 图 。 另 外 由 整体 规 
范 不 变性 知 Yg) 只 是 g*p 一 方 (gi 
十 金 ) 的 函数 。 对 于 这 种 图 形 , 单 
圈 图 仅 有 内 线 均 为 p 或 均 为 wo 
或 均 为 规范 场 三 种 。w 单 圈 图 及 
规范 场 单 圈 图 的 计算 与 仅 有 一 种 
实 标量 场 wm 的 单 圈 图 计算 相似 ， 
其 差别 源 于 标量 场 夺 合 项 


有 (入 的? 一 才 ( 几 十 2 税 表 十 殉 ) 
Oo 圈 图 每 个 顶点 的 系数 为 35,m 


圈 图 的 每 个 顶点 的 系数 为 g。 对 于 规范 场 的 圈 图 应 考虑 传播 子 的 
分 子 。 因 为 


图 7. 11 


(8 一 各 全 ) (8, 一 和) 一 5 一色 和 
5 3 


所 以 规范 场 圈 图 比 w 圈 图 多 一 个 因子 3。 此 外 规范 场 无 质量 , 规 
范 场 耦合 


ep pAs 一 Se 十 g) 
而 A 顶点 因子 为 ex , 故 
. Ng 三 ; 二 Ai 
Wp)= mo g++ gl(g" 9)’ Fa 十 28gp ”9p) 。 


bn gg) (m? 


Mi: 6gp 9)。 
In (ge) 3¢ cp PIn( Se?)] 


7.4.4 路 径 积 分 量子 化 的 时 间 延 拓 


路 径 积 分 量子 化 的 概念 由 狄 拉 克 首 先 提出 , 费 曼 、 李 政道 \ 杨 
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振 宁 对 此 作 了 重要 发 展 。 这 里 简要 介绍 阮 图 南 等 人 的 部 分 工作 。 
7.4.4.1 复 时 间 薛 定 请 方程 

为 了 引入 时 间 延 拓 的 概念 ,可 在 薛 定 刘 表 象 中 将 时 间 延 拓 
一 r 一 texp( 一 ix) GE (一 co,co), 于 是 当 固 定 相 角 xc 时 相当 于 在 
复 平面 上 转动 角 一 a, 形 成 倾角 为 a 的 直线 。 取 物理 系统 的 哈密 顿 
量 及 量子 化 条 件 为 


H= H(P,Q) (Q=0 P=0) (7. 425) 
[Q,P]=i (7. 426) 
定义 时 间 延 拓 下 的 苹 定 证 方程 


i = Hy MD = Wenpt— HE (7M) 


对 a 二 0, 式 (7. 427) 变 为 普通 的 莅 定 证 方程 
1 2 一 Hy Y(t) = yg(0)expliHi) (7. 428) 


对 "一 了 , 式 (7. 427) 变 为 欧 几 里 得 空间 薛 定 兽 方程 


4 =—Hy yt) =yO)exp(— Hi) (7.429) 
其 类 似 于 统计 力学 中 的 福 克 方程; 对 a 二 , 式 (7. 427) 变 为 时 间 反 
演 波动 方程 


i a 


ot 
从 物理 上 判断 cE (0,x) ;引进 有 源 哈密 顿 量 
H(2) = HJ(DQ—K(WP (7. 431) 
式 中 外 源 J(D 、 开 (0 天 0, 当 4iE (一 ce,co) 时 建立 时 间 延 拓 下 的 有 
源 薛 定 刘 方 程 和 演化 算 子 及 其 方程 


i 1D 一 HO [rt |7)=U,(r,r) | tw) (7.432) 


1 Urn) 三 H(r)U,(ryrw) U(ryrto) = 1 
(7 M433) 
。 35] 。 


变 为 积分 方程 且 和 迭代, 有 
U, (tsr) 1— | H(zr )U, Cr ,ro) dr 


= ji D"| adn] dc | 
n=1 5 i 


(7.434) 
这 里 积分 沿 时 间 复 平面 上 某 条 路 径 进 行 。 路 径 无 关 要 求 (7)、 
K(D) 为 + 的 解析 函数 。 应 用 演化 算 子 的 可 乘 性 把 其 变 为 路 径 编 序 
乘积 


U,(rrm) = U, (Id, (t,t1) (7. 435) 


式 中 去 一 tj_1 二 €j (二 “ a 级 小 量 。 依 式 (7. 434) 得 
到 无 穷 小 演化 矩阵 


Unmyr-i) 王 1 一 ic 一 rz) 厅 (nn) = exp| 一 让 Hrd | 


(7. 436) 
因此 式 (7. 435) 可 表达 成 


UCcm)= exp|—i| HOndr| I exp| — i HOndr| 
可 j=1 a 


一 Texp| 一 让 Hodr| (7.4837) 


T 为 路 径 编 序 算 子 , 作 变 换 
| tn = exp(iHr) | 7) 
Lao = exp(iHrt)Qexp(— iHr) (7. 438) 
P(r) = exp(iHr) Pexp(— iHrt) 
给 出 海 森 堡 方程 及 其 演化 矩阵 
| z = i QO + KP] | on 
| TH U7rrGCryro) | To NH (7. 439) 


Untrn) = Texp(i] [J (DQ + KVP) dr 


(7. 440) 
“ S52 


比较 式 (7. 438) . 式 (7. 432) . 式 (7. 439) 得 到 路 径 编 序 下 的 公式 
U,(rt,ro) = exp(— iHr)Up(r,ro)exp(iHro) (7.441) 


Texp{— 让 [HO Rp 


二 exp 一 iHr) Texp( 让 dr[JQ 十 KP]) exp(iHro) 


(7. 442) 
将 哈密 顿 量 及 分 为 自由 与 相互 作用 哈密 顿 量 之 各 二 Ho 十 V， 
作 变 换 


| rz) = expGiHor) | 7) (7. 443) 
Vi = expGiHo)[V — J (WDQ— KPJexp(— iHor) 
故 相 互 作用 表象 波动 方程 及 其 演化 矩阵 
je [Dr=ViD | oD |D1= U(r,n) | wy) 
(7. 444) 
Ui(r,m) = Texp| 一 下 weodr| (7. 445) 


比较 式 (7. 443) 、 式 (7. 442) ,由 式 (7. 444) 且 使 用 式 (7. 441)， 
Ui(rt,r) =exp(iHor)exp(— iHr)» 
Unp(r,rto)exp(iHro)expGiHoro) (7.446) 
据 此 定义 S 矩阵 
SLJ,K]= im limUi(r, ro) (7. 447) 


其 中 r 一 texp( 一 ia)im 一 aexp( 一 ao)。 命 J 一 开 一 0, 推 出 无 源 S 矩阵 
S= lim limU(r,w) (7. 448) 


U(r,r) = ent iH(r— ro)Jexp(— iHoro) 
(7. 449) 
7.4.4.2 母 泛 函 
命 裸 真空 为 自由 哈密 顿 量 的 最 低能 态 , Ho1),。 二 0、o《1)o 二 1。 
由 此 导出 总 哈密 顿 量 的 最 低能 态 ， 
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Hin) =0 vin | in)y = 1 | in = U(0, — 00)) 
Hilouty=0 以 oatk | outjo =1 |outYo = U(r00)) 
为 物理 真空 ;引进 总 哈密 顿 量 互 的 本 征 态 
H | 办 一 五 | ns 
1 Hlwa=B, |n (7. 450) 
(0= BE Ei < Er < we) 
atn | ns = Oy 
on | No = 6 


4 Dwaln|=1 (7. 451) 


3 | Nn) on nn | 


计算 S 和 矩阵 的 真空 平均 值 。 应 用 式 (7.447)、 式 (7. 446) 、 式 
(7. 450) ,从 式 (7. 451) 得 


ol SL ,KJ 1)= lim lim2y ol| nonexp(— iEr). 


mn | UPGryr) | n Dnexp(iEwro)n(n’ |)o 
因为 0<oo a 二 ;所 以 在 4 一 一 2、t 一 oo 的 条 件 下 激发 态 贡 献 为 
零 , 只 有 基态 的 贡献 ,也 就 是 
o(| SLJ,K] 1) 


= lim limnot| out)v otout | U(raym) | in)o oxin | 
7 1 一 CO 


《7. A452 
令 J 二 K 二 0, 有 无 源 S 和 矩阵 的 真空 平均 值 ， 
nk| Sl = Onto odour| natin | 《7.453) 
母 泛 函 定义 
Ns ve | SLIsK] |%s = jy fe olout | Up (t,tr0) | in)o 


at| S |%s 1 一 一 co to0 oOout | in)o 
J(r) K 人 (zr) 
lim lim(out | TT | a in》 
mr oq | Qtr) Pr eli 
oOut | in)o 
(7.454) 
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其 零点 值 为 ZL0,0] 王 1。 为 了 定义 变换 矩阵 , 导 人 坐标 算 子 的 本 


Qld=dqlq (glg)= 6(g—g) | lw(qld=1 
(7. 455) 
P19 =if lo exp(—ieP) | g) =| g 十 e)》 


(7.456) 
计算 坐标 表象 中 的 波 函 数 
ylq,t)= (gq | 7) 


=| (ql Ue) | qo)yeqorr) dg (7.457) 


依 此 定义 变换 矩阵 

F(qr,goro) 玫 一人 q| UsCrr) | go) (7. 458) 
使 用 式 (7. 441) 且 取 时 间 极 限 选 定 的 基态 ,有 
lim limF (gr ,goro) = $e (qh (go) 


to OO 


lim limo (lout | Up 人 Cryro) | in)o 


人 


1 


(7.459) 
从 JJ 一 开 王 0 知 
lim limF(gr ,goro) = $i (q) $i (qo)o out | in)o 
(7. 460) 
母 泛 栅 和 变换 矩阵 的 关系 为 
bE: Fl(gr,goro)* 
ZLJ ,Kj= os, Ls Fl(gr,qgoro) 
5 on (g | U,(rt,rwo) | qo) 


nm (gq | exp[—iH(r—zr)]| | go) 
(7. .461) 
把 变换 矩阵 写成 相 空间 积分 ,从 式 (7. 458)， 


Ln 
Fl(grsgor) t= (gq | Ur,r) [I UG ,1) | qo) 
j=1 


“oD = 


5， 二 n+l 
=| ll dg ll gy, | Us(r;yt;1) | qj1> 
j=1 j=1 
oo n ntl 
=| [lag lg | 1mics mr): 
™° j=] j=1 


[H(P,Q® —JQ— KP]|g) (7. 462) 


oo d 
‘gi | A(P,Q) | gq;) = | 3 exp[ip(g —gq)Ja(p,2 二 ) 


(7.463) 


于 是 给 出 变换 年 阵 的 相 空间 积分 ， 
下 (全 加 而 ) 天 三 中- Ha exp 3 Ta) 。 


[wa dl (pg) 


TU TH 


= 必 于 


a :+ Kp |) 


J [ee | [pa hp,0) 


十 Ja 十 Kb |dr| (7. 464) 


故 母 泛 函 也 可 表示 成 相 空 间 积 分 的 形式 ， 
ZLJ,K] 


2 || apagjexp| | zp 9 —h(p,g)+Jg + KP |dr) 
a |] apagjexp| 让 [zp —A(p,g) |dr| 
(7. 465) 


对 于 固定 a 的 时 间 延 拓 又 得 
F (gqt = | [的 和 |exp(iexp(—ia) 。 
| [egexpda) —h(p’,g) +Jg + Kp’Jd) 


(7.466) 
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ZLJ,K] 
Japagdexp( iexp Cia)| Lpgexplia) —h(psg) + Jg+ Kpld) 
Jrapaglexp( ji | [pjexp(ia) —h(p,q) Jdi) 
(7. 467) 


7.4.4.3 费 曼 和 李 - 杨 情形 
先 讨论 费 曼 状 况 。 这 时 质量 m 为 正常 数 , 拉 格 朗 日 函数 取 为 


二 Fmd’ = Vg) (7. 468) 
定义 正则 动量 及 哈密 顿 量 ， 
EY 
一 二 让 大 一 冯 十 广 人 (7. 469) 


代入 式 (7. 464) 有 变换 矩阵 ， 


poeyr= | [efi| [站 = 下 


Wey 咎 抱 中 Kp |dr| 


= [dgjexpl | [VOD +J(g)Jdr) : 


7 十 1 


dz i 
[I exp| iz! 十 i(g; qdil + Ke)z| 


j=1 
(7.470) 
其 中 @j 一 5 一 1(j 一 1;2,…,Nn 十 1) 为 一 级 小 量 。 当 且 仅 当 
Ime; 二 0 时 下 面 的 Fresenel 积分 成 立 ， 


| exp| Er 二 1(g; — qja + Ke)z|dz 


_ /2mm 小 di di-l 、 < 
> exp| Sim ( 7 +K; | (7.471) 
代入 式 (7. 470) 且 0 和 ao<r, 则 变换 矩阵 的 路 径 积 分 为 
2 n ntl 
IK /_m /NS i 人 
Fgr ,qoro) 2nienl | .II 2xie, dexp| ie 


。 357。 


| 去 mm 人 1 十 天 ) v 人 (2 2 )+ gj -5 | 


= | 民 Zn dgjexp( 丰 


[二 (里 +K) 一 Yo +Ja lar) (7. 472) 


在 拉 格 朗 日 形式 中 取 天王 0, 得 母 泛 函 与 变换 矩阵 


Fogr sqm) = /| aa]exp( i [2m (EE) 
—V(g) +Jgldr) (7. 473) 
[[g]eo( dT [4m() vow + 1]ed) 

[a]exp(d] $m() —vee Jar) 
(7.474) 


在 时 间 复 平面 上 取 积 分 路 径 为 固定 倾角 a 的 直线 ,此 刻 。 二 eexp 
(一 ia) e 为 无 穷 小 正 数 , 代 入 得 


m .HW . 
F, (gt ,qoto) ese 过 | 二 一 4] 


exp(i| Sm’ exp(ia) —V(g)exp(— ia)+Jg |d| 


ZL 三 lim lim 


(7.475) 
|[aamee| | [Sma exp(ia) — V(g)exp(— 十 用 |d| 
|[amem! | [$m exp(a) —V(g)exp(— ia) |d| 

(7.476) 


ZL 一 


命 a>0, 即 过 渡 到 闵可夫 斯 基 空 间 ， 


下 (qt ,goto)! = lim 2 [dg]| ， 


exp[i] CL+Jgtian)d| (7.477) 
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JTaglexp[i| CL +iah)d | 


(7. 478) 
式 中 区 人 由 式 (7. 468) 式 (7. 469) 给 出 。wa 一 次 项 给 出 的 泛 函 积 
分 收敛 因子 恰好 等 于 哈密 顿 函 数 , 于 是 该 泛 晴 积分 收敛 。 命 a 一 


素 . 即 过 渡 到 欧 几 里 得 空间 ， 


Fe(q ,ty = 如 |[ 于 da|exp| 一 | 4 J] 


(7.479) 


JLaglexp[—| (六 一 Jo)di| 
|[amexp(- | md) 


其 中 依 式 (7.469) 给 出 。 需 要 说 明 ,a 一 次 项 给 出 的 为 振荡 因 
子 , 可 舍 。 在 余下 的 泛 函 积分 中 等 效 拉 格 朗 日 函数 恰好 等 于 恒 正 
哈密 顿 函数 ,其 积分 收敛 。 

再 讨论 李 - 杨 状况 。 这 时 质量 m 为 坐标 的 函数 冯 三 Fa) , 取 
拉 格 朗 日 函数 为 


ZelL J ]= (7. 480) 


L= f(y (7.481) 
人 
一 中 一 Fo k= pt (7. 482) 
代入 式 (7.463) 并 对 p i 


Fl(gr ,qoro)* = jagjexp(i| Jadr) 


ntl FF 加 
-co 2 


7 一 1 

exp 3 二 Mg 一 or + Kie)z]| 
(7.483) 

= 359 。 


当 Imsj 过 0 时 下 面 Fresenel 积分 成 立 ， 


| exp[ 二 i(g; — qj + Ke x |dr 


a A tk) + 二 np] 


(7. 484) 
于 是 积分 路 径 的 倾角 aE (0,r) ,代入 式 (7. 483) 得 
1 dg ,fr* 
Fl(gr ,qoro) = ep(i| | LR): 
: dl | | jl 2 
dg i 
ba 让 K) D710 lInf(q) 十 Jajdr| 
(7. 485) 


取 天 三 0 得 到 路 径 积 分 形式 的 母 泛 函 及 变换 矩阵 ， 
room 训 ]oo 人 [ 
Fag) (a) 六 glnf Cg) +Jajdr| 
(7. 486) 


ZJ 


= lim lim 
1 


J[ 和 jos 下 [0( 委 )- 直 wew + 
| 


Eexp| i| 二 f(g9 (Pa) 一 元 -nco) |d| 
(7. 487) 
以 倾角 为 a 的 路 径 .ro 王 sexp( 一 ia), 代 和 人 得 


1 本 
F, (gt ,qoto )! = 一 一 一 一 | 。 
Sh a 


exp| | [f(g expia) 一 让 Inf(gq) +Jg | 
(7. 488) 
。 360 。 


jejexp(i| [二 KoOwea) 一 去 nro 十 用 dj 
| [amem| 和 | 二 FoOd exp(a ) 一 去 Incg | d| 


(7. 489) 


A 


Feao 加 和] 


exp| 让 [Ly (qs0) + Jg +iahldt) (7.490) 


2[]] = jamee[ ay + Jg+iah)di | 
a Jaglexpl | (十 通 )dt | 


(7. 491) 
式 中 hh 依 式 (7. 482) 确 定 , 等 效 拉 格 朗 日 函数 为 


攻 二 EAC 一 去 Inf(q) e8(0) =1 (7.492) 
a 一 次 项 得 到 恒 正 收 敛 因子 h 使 泛 函 积分 收敛 。 全 wr , 即 过 渡 
到 欧 几 里 得 空间 ， 
FE (qt ,qoto)! = y= |e = (Lg 一 Jo)dz| 


V2rev - V2re 
(7. 493) 
|ramex|l -| 人 一 Jo)dr] 
ZL = (7. 494) 
|[dglexp(—| Ldi) 
而 欧 几 里 得 空间 的 等 效 拉 格 朗 日 函数 为 
证 f(D Ss 元 InFg) (7. 495) 
Se 


7.4.4.4 一 般 情形 
在 一 般 状 况 下 质量 m 为 坐标 、 速 度 的 函数 。 拉 格 朗 日 函数 
» 361 。 


取 为 


aL aL、. 
L=L(g,g9) 6L = EP (7. 496) 
引入 正则 动量 和 质量 函数 ， 
_9L _9L 
A 
6p 一 md + 3 gag (7. 498) 
若 Heissian 函数 m 关 0, 则 
i 
080 = m do (7.499) 
表明 gq 二 9(p,g)。 据 此 定义 哈密 顿 量 ， 
h=pg—L dh= dp— podg (7. 500) 
利用 式 (7. 500) 式 (7. 499)， 
ah_ Ph 1 Bh_ /1 939\T/l 
Bp se | (7. 501) 
1 9 171 S21 
到 站 | (二 ) (7. 502) 


式 中 /二 2、3、…,j 一 3、.4、…; 式 (7.466) 中 的 p 为 积分 变量 而 非 正 
则 动量 , 故 在 2 一 和 5 处 作 级 数 展开 ， 
pi 一 [Ag 一 有 一 Kb exp( 一 ia) 
诈 / / / (p’'—p)? 
=Lexp(—ia) 十 J gg 二 Kp+K'(p— Dp) 。 


2m 


exp( 一 ia) — exp(—ia) Da(p’ —p)! 
和 


《7. 503) 
J’(1)= J[texp(— ia) Jexp(— ia) 
K’'(1)= Kliexp(— ia) Jexp(—ia)+9[1— exp(— ia)] 
(7.504) 
将 式 (7. 503) 代 入 式 (7. 466) ,平移 p' 积 分 限 且 把 p 的 高 次 项 作为 
泛 函 关系 提出 ,有 


» 362 。 


Fe (Cg ,gto)™ = |[dmexp 让 [Lexp(—ia) + J‘g+K’ Be 


[J]exe(f. [去 ep ia) +iK'p 


nu 
一 :让 KE 一 a) ap]d| 
1=2 
=|[dqlexp| | di| Lexp(—ia) + J'g+K’ 司 ) . 


co 


ep || dl 6 )}: 


i OK 
全 [= dz er’ exp(— ia) / 
IT - Sexp| 2 十 ERKSz | (7. 505) 


这 里 e 二 di 为 一 级 小 量 。 当 0 过 a 二 x 时 下 面 Fresenel 积分 成 立 ， 
| exp| 2exp( 一 这 ) 十 ieK’x |dz 


2im; 
2 1 到 ps /2 
| 7 lnz 十 2 ieexp(— ia mK ?| 
(7. 506) 


代入 式 (7. 505) 并 使 用 
= 过 expliexpGie)| BmK di | =exp| iexpCia)| BmkK “dz | 。 
| mK'exp(ia) + 十 se | 


(C7. 6807) 
推出 


Fad =|| pin) qq| i 


2nie 2nie 


exp| | Lexp(—ia) 二 J'q 二 KK 二 支 Inm jd 。 
exp| ep- “| | ( sr) Jar) 。 


= 68“ 


exp| 让 FmK “explia) |dt 


ti | |[ Vs dg| exp| | | Lexp(— ia) 


2me 


上 二 下 一 二 十 二 mK ‘exp(ia) |d| 


exp| | Dod | (7. 508) 
而 
DGi) = PP Da, [mk expCia) 十 地 sm | 
(7. 509) 
可 以 证 明 
exp(| D2 di )= exp| 2 3E SD | 由 
(7s 810) 


1 


Har | K' /ep | (7. 511) 
4 


其 中 瓦 ,(Cz) 为 埃 尔 米 特 多 项 式 , 代 入 式 (7. 508)， 


F (gt ,qoto ) 一 /pee) | 守之 dg]: 
2nie 2ne 


exp| | di{Lexp(—ia) J 二 K' 55 一 志 Inm 


1 / : | (Yo | 
+ FmK “explia) 一 起 四 之 。 | 。 


i 


hear 


2 a “a, | explia) | 


i 
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Han [K' Ve | | } (7. 512) 


在 拉 格 朗 日 形式 中 取 K 二 0 得 到 时 间 延 拓 下 的 母 泛 图 及 变换 
和 矩阵， 


F,(gt ,goto)! 一 /ee 9 [I ) dq | exp| | ( 工 / 十 J'qydi | 


C7 518) 
| Ldgjexp| 让 (LJ gd 
Z.[J] = 0 (7. 514) 
Jaglexp(i| Ldi) 
这 里 L/ 为 时 间 延 拓 下 的 等 效 拉 格 朗 日 函数 
Ee Denpt— da} [1 —ept— yy 
Ei Lin(l FD,) Ch 515) 
2e 
_ Ry 1 EP 二 "0 ep a 
Bs il | | 
Hart, (Gsin $ V2iem )an a, (7. 516) 


命 a>0, 可 过 渡 到 闵可夫 斯 基 空 间 ， 


和 dg 
F(aqt, qt) 一 lim | 。 
| 0 V2rzE :a 


exp[ 让 (Ly + JatiaA)d| (7.517) 


jCagjexp| | (Ls + Jg + iaA )d | 


ZL[J] = lim 本 
“0 | [dgjexp[ 让 (Ls + iaA)di | 
(7. 518) 
式 中 Ly .A 为 闵可夫 斯 基 空 5 间 的 等 效 拉 格 朗 日 函数 和 收敛 因子 ， 
I a ln(+D) (7. 519) 


2e 
。 365 。 


nn 


D= py = te) >»， (于 Ht, 《0)a ear 


n=1 ”3 


(7.520) 
式 (7. 519) 中 的 第 一 项 为 通常 拉 格 格 朗 日 函数 ; 依 式 (7. 496) 知 第 
二 项 为 李 - 杨 拉 格 朗 日 函数 ;第 三 项 为 奇异 拉 格 朗 日 函数 。 定 义 
奇异 拉 格 朗 日 函数 振幅 和 相 角 ， 


1 了 (7. 521) 
于 是 
ey (7. 522) 
E 2e 
9$ ,| .9(4$ 
二 7. 52 
下 二 | (7. 523) 


Fe(qgoy tm- 让 | 各 |e | a Ja toAE)d | 


(7.524) 
| [ramexp| — | (LE 一 Ja +aAs)d | 


ZLJ|] = lim 
™ Cagjexp|—| CLs+aAs)d| 
Cis S25 
Le、AE 对 应 于 欧 几 里 得 空间 中 的 等 效 拉 格 朗 日 函数 和 收敛 因子 ， 
LE =h( 守 ,4) i mg )4 去 lnm Fn(l 上 De) 

(7. 526) 

De = SE py (一 党 | ,起 十 :二 (gq Viem )ar "a 

2 委 | Ll =3 Ze : 和 
(7:.527) 

若 定 义 奇 异 拉 格 朗 日 函数 的 振幅 和 相 角 ， 

1 二 DE Fe V AE exp(ig Ee) (7. 528) 


» 366 = 


I 2 
Ls=h—In(mAs) 让 mg )9 $e (7.529) 


Ac 一 tang 十 大 一 9 部 ( 坚 ) (7. 530) 
故 在 一 般 情形 下 奇异 拉 格 朗 日 函数 的 存在 使 As 天 0, 当 且 仅 当 
Heissian 图 数 m 不 取决 于 广义 速度 g 时 As 一 0。 


7.5 A-S 指数 定理 


A-S 指 数 定理 即 Atiyah-Singer 指数 定理 , 它 表明 :作用 在 纤 
维 从 截面 上 的 微分 算 子 的 解析 指数 与 算 子 所 作用 流 形 的 拓扑 指 
数 相等 。 
A-S 指 数 定理 在 场 论 中 有 广泛 的 应 用 ;A - S 指数 定理 的 证 
明 方 法 很 多 。 这 里 利用 超 对 称 场 论 模型 说 明 A - S 指数 。 所 谓 超 
对 称 是 指 费 米 场 与 玻 色 场 之 间 的 对 称 性 。 
设 量子 场 论 状 态 矢量 希 尔 伯 特 空间 光 可 分 解 为 玻 色 子 与 费 
米子 状态 矢量 空间 光 ”, 光 的 直 和 ， 
光一 将 ! 十 将 - 
定义 区 分 玻 色 子 和 费 米 子 的 算 子 (一 1) ,而 下 为 费 米子 数 算 子 ， 
对 于 pg€EX1 .VE 光 ,得 
(= 1)7g= OP 
(一 1)50 一 一 峭 
在 超 对 称 理论 中 引入 算 子 Q, : 光一 光 - , 且 
() 与 (一 1])7 反对 易 ,( 一 1)5Q 一 一 Q 一 1 
(2) 与 哈密 顿 算 子 对 易 。 
研究 0 十 1 维 场 论 , 故 其 无 自 旋 。 这 时 
(QQ } = 26;H 
(QQi) {Qr ,Q; } 一 0 
瑟 为 系统 的 哈密 顿 函 数 。 命 超 荷 算 子 Q : Wt 一 XW ,其 伴随 算 子 
Q* :3C 一 %f; 取 实 算 子 


1] 
= 二 (Q 十 Q”) (7.531) 
万 


。 367 。 


二 二 OO = (7. 532) 


2 
是 的 本 征 状 态 方程 为 
HIB=E|E) (7: 533) 
SIE)、|IE) 具 有 相同 能 量 , 但 其 具有 相反 的 费 米子 数 的 态 , 表 明 当 
Ez#0 时 SIE) 承 0。 于 是 所 有 非 零 能 态 都 成 对 出 现 , 即 对 非 零 能 
级 ,可 实现 超 对 称 变换 S 的 二 维 表示 。 
对 于 基态 ( 零 能 态 )|2) ,有 
瓦 | 人 = S|0=0 
零 能 态 为 超 对 称 的 一 维 表 示 , 对 零 能 态 , 玻 色 态 和 费 米 态 数 可 以 
不 同 。 零 能 玻 色 态 |m > 与 零 能 费 米 态 |m ?分别 满足 
Qipgp)=0 Q’ | wo 一 0 


得 tr( 一 1)fexp( 一 BH)= nb — nf 


= dimKerQ— dimKerQ’ = IndQ 
(7. 5340 
该 指数 为 超 对 称 量子 场 论 的 整体 拓扑 不 变量 ,其 等 于 零 是 超 对 称 
自发 破 缺 的 条 件 。 视 tr( 一 1)"exp( 一 8 日 ) 为 密度 矩阵 的 正则 系统 


配 分 函数 {p 一 声 ) 用 泛 函 积分 写成 


tr(— Drexp(—BH) = |[[dgdyJexp[— SCg,)] 


Tp 
(7. 535) 

式 中 Ts 是 以 B 为 周期 的 周期 性 边界 条 件 ,Ss 为 系统 的 欧 几 里 得 
作用 量 。 

算 子 的 解析 指数 为 整体 拓扑 不 变量 , 当 系 统 参数 连续 变化 时 
不 变 , 上 式 与 8 无 关 ; 可 以 计算 8-~>0 的 高 温 极 限 , 得 到 算 子 指数 用 
局 域 拓扑 量 积 分 表达 的 A - S 指数 定理 。 

对 于 任意 经 典 椭圆 复 形 , 都 可 以 有 超 对 称 场 模型 ,使 超 荷 Q 
相当 于 需 讨 论 的 算 子 ,在 8->0 的 高 温 极限 ,可 有 相应 的 A-S 指 
数 定理 。 
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今 分 析 de Rham 复 形 。 考 虑 超 对 称 c 模型 ,其 拉 格 朗 日 函数 为 
L=3g (YY (9=P) (7. 536) 
gi (9) 为 场 流 形 上 平滑 度 规 张 量 场 ,上 述 模 型 的 超 对 称 推广 是 
She -—, o Dy jm pkornpl 
L = 方 858 + Sigy (9p) WY = yyy 


式 中 Yr 二 (各 ) 为 两 分 量 旋 量 。 


向 

加 | := 了 

b= ”=( by (CoB = 1 
Dy” dyr” 
一 一 二 一 一 十 py (7:.537) 
Dt dt ‘py 


这 里 荆 训 、Rmat 是 由 度 规 张 量 场 g,, (9) 确 定 的 黎 曼 联络 和 黎 曼 曲 
率 张 量 和 


m, 1 Mm 
卫生 = 28 tpg TT gn Bi 


Rg 和 CBrtsn 车 Bnl omk Ps Bnk sml ~ gml i 
(CD Pl — Dh DB i 
式 (7.536) 在 下 列 超 对 称 变换 下 不 变 ， 
dg a= ey 
6 =—iy’ Ye — yy (7. 538) 
其 中 为 实 两 分 量 常 格拉 斯 曼 旋 量 。 将 上 式 取 x 对 角 基 ， 
y= yd + gh) 


1 | 
1* = (yh i) (7.539 
y 万 wy ) 
并 正则 量子 化 ， 
i (7. 540) 
‘(yp}= (yy = 0 


式 (7. 536) 变 为 
。369 。 


fe 538s 二 RAOFY “人 著 一 Rg” "yp" "py 


(7. 541) 
把 无 费 米子 态 表 示 为 场 流 形 上 的 函数 ,注意 到 量子 化 费 米子 遵守 
反对 易 法 则 , 单 费 米 子 态 可 作为 流 形 上 1 - 形式 yi 12)? 一 1 - 形 
式 , 所 以 算 子 
Q,Q 一 4 
五 一 4 十 sd 一 A 
tr(— 1)fexp(—BH) = 2)(— 1 = X(M) 


为 场 流 形 上 奇偶 谐 和 形式 之 差 。 此 算 子 可 用 所 有 场 都 具有 周期 
性 边界 条 件 的 泛 函 积分 写 为 


tr(— Drexp(—BH) = |||[agdyay" Jexp(—| Hd) 


B 


(7. 542) 
系 综 正 则 配 分 函数 相当 于 虚 时 ( 欧 几 里 得 空间 ) 路 径 积分 且 用 周 
期 性 边界 条 件 ( 一 8 一 8) 。 当 Bp 一 0 时 泛 函 积分 主要 贡献 源 于 场 量 
为 常 值 的 ,动能 项 贡献 可 作 微 扰 处 理 , 作 经 典 近 似 (8 一 0)， 


tr(— Drexp(—BH) —||| Lapodys ab]， 
exp(— TBR mg"y" "yy )| | |Cageday CY Nempt— Ti) 


=| 二 加 (DE | 县 dy dy exp( 一 TBR my yngty) 


Ti; 为 动能 项 .了 为 场 流 形 的 维 数 。 应 用 Beregin 公式 计算 上 述 包 
括 格拉 斯 曼 变 量 的 积分 , 若 D 为 奇数 ,指数 展开 中 不 能 饱和 格拉 
斯 曼 变量 积分 , 则 tr( 一 1)?exp( 一 8H) 二 0, 这 与 奇 维 紧 致 流 形 欧 
拉 数 为 零 一 致 ; 若 DD 为 偶数 ,D= 二 2n, 则 


tr(— 1)?exp(— BH)= 


“ 3710 3 


JaVi ee Ri na "Rit, (7. 543) 
对 DD 二 4, 上 式 为 
tr(— expt— BY = KOM = Balms A Ra 
这 就 是 高 斯 定理 ,A - S 指数 定理 的 特例 。 
7.6 辐射 传递 的 随机 性 


本 节 研 究 无 限 平面 平行 大 气 中 辐射 能 发 射 几 率 分 布 的 随机 
方程 。 

设 M(D) 为 对 应 于 空间 一 点 的 、 依 赖 于 一 维 参 数 上 的 随机 变 
量 , 取 P,() 二 FHM(1) 一 pv) 表 示 M(CD) 的 几率 分 布 。 这 里 /为 光 
束 方向 与 大 气 层 的 法 线 夹 角 的 余弦 ,i 为 以 总 吸收 度量 的 光学 深 
度 。 依 定义 P(D dy 为 MC) 在 深度 1 处 位 于 区 间 (y,p 十 dy) 中 的 
几率 ;P,(t)dy 的 物理 意义 为 在 上 处 沿 方向 yy 的 发 射 量 。 置 

Pi hist dp = HM) 一 AMG) = (hb) 
表示 在 已 知 MI(1) 二 次 的 条 件 下 M(zs) 在 区 间 (js » 2 十 dp ) 中 的 
几率 。 若 设 P, (1) 关 于 时 间 是 齐 次 的 且 过 程 {M(1),t 宇 0} 为 马尔 
可 夫 型 , 则 


1 
PD) = | Pi — DP (nd (7. 544) 
0 二 rt<i; 假 定 存在 Qi 使 
limP,, (7) = Qt dp — py) $n) (7.545) 
1 
$5 =1—| Qidn (7. 546) 
又 论 
P,(0) 
Qi, = 2 (7. 547) 
Zp 
并 使 
1 
| 
| Qa px (7.548) 


ss 37] 


式 (7. 548) 中 一 可 理解 为 总 截面。 式 (7.545) 代 人 人 式 (7. 544), 使 


用 式 (7. 547) 且 过 渡 到 极限 ,得 积分 方程 
DP, (2) 7 , 
式 (7.549) 第 一 项 为 沿 方向 jy 射出 的 一 东平 行 辐射 , 当 区 间 (， 
1 十 dz) 中 不 被 散射 或 吸收 而 传递 时 ,系统 处 于 状态 (六 的 几率 减 
少 ;第 二 项 为 若 系统 以 几率 Py (1) dy 处 于 状态 (jv ,1) , 当 转 移 到 
状态 六 时 ,在 几率 P(t 十 d) 中 所 占 的 总 的 部 分 ;该 转移 的 发 生 为 
一 次 或 多 次 散射 过 程 的 结果 。 等 式 左边 为 当 系 统 处 于 状态 y 的 
几率 作为 光学 厚度 i 的 函数 时 的 变化 率 。 
式 (7. 549) 的 解 为 


P.(D) 一 P,CO)exp( 一 过 ) 


十 至 PC0O)| PC (7. 549) 


dy 
/ 
£ 


+ 六 PC0)| dr exp(1— SF)Py C0) 
2 0 Jo 多 


(T7550) 

对 于 扩散 的 辐射 场 , 即 因 为 一 次 或 多 次 散射 导致 的 辐射 场 ， 

源 函 数 J(j,) 符 合 积分 方程 ， 

Je 
上 


/ 


1 
人 十 二 Je0)| Fa .551) 
ot 包 0 多 


比较 式 (7. 551) 、 式 (7. 549) 可 推 知 当 J(y,0) 满 足 式 (7.548) 时 ， 
P,(1) 、J (4,) 等 价 。 
命 J(y,0) 二 及 (jy) , 瓦 Co) 的 函数 方程 为 


1 
Hy) = 1 十 二 | p(y dp (7 全 的 
Ci 一 | 已 CDex (~ 三) (7. 553) 
orK SE p x 了 。 
ov sp 为 P,(0) 的 拉 普 拉 斯 变换 ,该 拉 普 拉 斯 变换 为 


1 {f(x)} =| f(Dexp( 一 六 ) 学 


" 372 。 


又 
pp pp 二 PC DA =: S(yp) (2. 554) 
式 中 p(y ,p) 为 标准 散射 函数 。 
对 式 (7. 549) 作 上 述 拉 普 拉 斯 变换 ,有 


1 1 1\ HO) sd 
oi (7 | = 0 十 去 有 GUO| p(y， a 
(C75 555) 
利用 式 (7. 552) ,得 
po( po = (7. 556) 
式 (7.556) 代 入 式 (7. 552)， 
H 
HO =1+3nH OD] a (7. 557) 


今 考 虑 当 净 通 量 为 常数 时 ,在 半 无 限 大 气 中 射出 辐射 的 角 分 
布 ;以 I(,0) (0 过 py 过 1) 为 角 分 布 。 此 时 源 函数 的 Milne 第 一 
分 形式 为 
J(t) 一 BC) 十 GCC) (7..558) 
其 中 
G(t) 一 一 BGD) 十 人 LBCr] 十 人 ALGCr)] (7. 559) 
A, 为 Hopf 算 子 ， 


Re 二 | yDEd ii 下 (C75609 


已 Co 一 | co 


式 (7.558) 中 BG() 为 具有 常数 净 通 量 xF 的 Milne 问题 的 特 解 。 
可 以 证 明 


Tow0) = Gi (BOD)) + DLfC)] (7. 561) 
这 里 Fo 二 一 BCO 十 ALBCr)]、2. 为 散射 算 子 ， 
9.[FD] 二 Pt (7. 562) 
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BO) 一 3F (和 0 
应 用 关系 
An 一 t 十 专 Es(2) 
为 第 三 积分 及 
Eat = | exp(— 三 )] 守 


Tr 区 3 


并 结合 式 (7. 563) . 式 (7. 562) ` 式 (7. 553) 、 式 (7. 560) 变 为 
= 忆 | dt 
1p,0)= 3F|p+#$|" EP, C2) | 

Ee 型 上 / LW / 
= ea sp dy | (7.564) 

从 式 (7. 556) ,又 利用 式 (7. 557) ,于 是 式 (7. 564) 写 为 
3 ] ] 人 
10,0) = 2FHOD| wz 人 (1 一 二 mw) $a | 7. 565) 

式 中 ao ai 为 瓦 (的 零 阶 、 一 阶 算 。 互 (的 2 阶 矩 为 


1 
而 二 |uH (dx 


有 
2 
Q6 一 2 GW 
/3 
推出 射出 辐射 角 分 布 ， 
TAO0) = FH (7.566) 


【 例 7.1】 讨论 阿 贝尔 反常 。 
在 四 维 时 空中 费 米子 和 规范 场 相 互 作用 拉 格 朗 日 量 可 表 
达 为 
L= py (3 + AT)y = oy O 
式 中 9 二 YD, (CD, 为 协 变 导数 、T, 为 规范 群生 成 元 的 表示 矩阵 )， 
满足 
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LT:; ,Ts] = FoT。 
注意 到 
(ys,29)} 一 0 © 
使 经 典 作用 量 在 费 米 场 作 整 体 本 征 转动 下 不 变 ， 
YT) > Y (zx) = exp(iays yz) 
VCz) > Yr) = Yr)exp(iay;) > 
并 在 相 角 a 作 任 意 转动 下 不 变 , 依 诺 特定 理 及 经 典 场 论 知 矢量 流 
外 \ 轴 矢 流 ;守恒 ， 


BW 四 
式 中 
,=p T= ivy © 
当量 子 化 时 矢量 流 (J,) 仍 然 守 恒 ,() 表 示 量 子 化 后 物理 量 的 真空 
平均 值 ， 


J)=0 © 
于 是 轴 矢 流 (J2z 出现 反常 ， 
5 9A 1 让 
(fe Dg ir © 
而 
Rw = Bs Tn 


式 @ 称 为 阿 贝 尔 反 常 ( 或 单 态 反常 )。 

【 例 7.2】 讨论 带 边 流 形 上 de Rham 复 形 的 指数 定理 。 

对 de Rham 复 形 ,在 流 形 M 的 边界 上 可 采用 通常 局 域 边界 
条 件 , Dirichlet 条 件 。 

2n 维 紧 致 带 边 流 形 M, 其 边缘 3aM 为 2n 一 1 维 紧 致 无 边 流 
形 ; 在 边缘 2M 附近 ,如 允许 乘积 度 规 

ds = f(ro)dr + gy ro,x)dr'dxi 全 
边缘 流 形 9M 由 
确定 。 考 虑 具有 相同 边界 的 两 个 流 形 M 、M ， 
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aM = aM 
如 图 7. 12 所 示 。 当 M、M 在 接近 边界 时 都 具有 同样 的 乘积 度 规 ， 
于 是 可 将 此 两 流 形 沿 其 公共 边界 光滑 缝合 形成 一 个 无 边界 的 流 
形 MUM ,边界 的 拓扑 指数 项 SL9M] 贡 献 为 零 。 
若 流 形 M 上 度 规 为 非 乘 积 度 规 ， 


AT 
其 对 应 的 黎 曼 联络 1 - 形式 为 w, 设 法 
在 9M 邻 域 选 乘积 度 规 , 使 相应 联络 
1 - 形式 wo 在 9M 上 仅 有 切 分 量 ,其 切 本 


分 量 与 最 初 联络 1 - 形式 w 的 切 分 量 


同 。 故 两 者 的 差 只 有 法 分 量 , 称 为 om 
第 二 基本 形式 
0=w— wo 四 


它 是 矩阵 值 1 - 形式 ,在 标 架 变换 下 协 变 。 

流 形 M 的 切 从 上 示 性 类 ,由 流 形 
M 的 曲率 R 的 对 称 多 项 式 P(R) 组 成 ,P(R) 为 底 流 形 M 的 上 同 
调 类 , 称 为 陈 类 。 切 从 的 示 性 类 标志 切 从 偏离 平凡 从 的 程度 ,与 
所 选 联络 及 度 规 无 关 , 即 由 联络 w、w 决定 的 示 性 类 P(R)、 
P(Ro) 间 可 差 流 形 上 恰当 形式 dQ(w,wo)， 

do 一) 四 

这 里 Q(w,wo) 为 陈 形式 。 

注意 到 乘积 度 规 无 边界 拓扑 指数 项 SL9M] 的 改正 ;对 非 乘积 
度 规 需 依 曲率 多 项 式 对 流 形 M 的 积分 VLM] 再 引进 边界 改正 
SLaMj], 使 其 效果 相当 于 对 乘积 度 规 曲 率 多 项 式 的 积分 ,就 是 

YLM+Ss[aM = C|PCR = cjPCR) 一 cjQcoo 


M aM 


图 7. 12 


S[aM] = 一 C|Qdo,on) @ 


因为 流 形 M 在 9M 邻 域 之 外 可 能 无 乘积 度 规 ， 所 以 不 可 能 讨论 P 
(R,) 在 整个 流 形 上 的 积分 ,此 时 式 @ 仍 正确 。SL9M] 依 所 选 联络 
w\ 有 曲率 尺 、 边 界 上 第 二 基本 形式 9 一 w 一 wo 确定 。 
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综 上 ,对 于 有 边界 的 de Rham 复 形 ,APS 指数 定理 可 表示 为 
(dimM=4) 

1 so。— 4 
X= pal 和 人 Rs — [eo (20 人 Rs 一 本 多 人 A @) | 


aM 


© 
式 中 R; 为 曲率 2 - 形式 ;多 二 一 (wo 为 第 二 基本 形式 。 
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8 场 规范 


在 前 面 的 章节 中 已 经 引述 了 若干 与 规范 理论 有 关 的 结论 ,如 
量子 色 动 力学 等 。 这 里 对 规范 场 论 的 初步 内 容 作 集中 简 述 。 


8.1 场 的 对 称 性 
8.1.1 时 空 连续 变换 下 的 不 变性 


时 空 平 移 为 时 空 坐标 x* 的 平移 变换 ,定义 为 
2 ST (p= 0;1s2;% 
dx =x — x = a (8. DD 
a* 为 与 x* 无 关 的 常数 。 在 该 变换 下 场 量 $, 也 发 生 相 应 的 变化 ， 
且 变 化 前 、 后 的 场 量 相等 , 即 
gzZ) > $s x) 一 加 (Z) (8. 2) 
0 二 1.2、….n 为 场 分 量 指标 。#$s(x') 由 双重 变化 而 成 ;作为 x 的 
函数 ,其 随 z 变 为 8,(x ) ;根据 场 性 质 , 它 变 为 g(x) ,引进 本 征 变 
换 ， 
ds (XI) = $s (Zz) 一 (9 
依 式 (8. 2) 
bo 2) = 加 (元 一 0 = flr) — dpoy x) 
上 式 中 ar 为 小 量 , 取 一 级 近似 , 故 场 量 的 本 征 变化 为 
d¢s C2) =— arpay km) (8. 3) 
因为 时 空 均匀 ,在 时 空空 间 各 点 出 现 的 物理 规律 相同 ,所 以 
描述 物理 规律 的 拉 格 明日 函数 密度 在 不 同时 空 点 具有 相同 的 形 
式 。 在 平移 变换 下 拉 格 朗 日 函数 密度 之 不 变 ， 
A Bs I) sp$or 7)) —> Hx) ,$s 7)) (8. 4) 
从 时 空 均匀 性 .平移 不 变性 可 推出 能 量 、 动 量 守恒 。 由 式 
(8.4)， 
UBT Boz)) > M$ilr—a), $lr—a))=0 
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MBIT) ,$i IT)) > HAG x), 区 (并 )) 
ee (Z)， 一 


中 2 Jd 


-3 
= 也 [下 
gz L9 ges 


Bg 
So Wt 


-a oR) eta” 上 = 0 


由 于 a 为 任意 小 量 , 因 此 依 上 式 知 

Op 0 (8. 5) 
Te = Lg” — gsr (zx) (8. 6) 

式 中 $2* 的 上 角 逗 号 表示 对 协 变 量 的 导数 。 式 (8. 5) 是 连续 性 方 


程 ,为 能 量 、 动 量 的 微分 形式 。 式 (8. 6) 中 Tw 为 能 量 - 动量 张 量 。 
对 式 (8. 5) 积 分 ,得 


| D+ Gr) Vt | 0 
使 用 高 斯 定理 ， 


fr 二 Eb dV =0 (8.7) 
S ot V 


这 是 能 量 - 动量 守恒 的 积分 形式 。 
将 式 (8.7) 用 于 场 的 全 部 空间 ,在 其 表面 上 7 二 0, 于 是 


9 
Ty 0 
据 此 ， 
pr = |Toedv 
| 
为 守恒 量 , 称 之 为 场 的 四 维 动量 ,又 
一 E=|Tedy=|[% 一 woDmco]ay (8.8) 
V V 


= B19 =。 


为 场 能 量 ， 


到 一 |7eav 二 一 Jz gdV (8. 9) 
V V 
为 场 动 量 ;而 
ns(X) 一 8 
dpe 
是 和 场 量 $,(x) 对 应 的 正则 动量 (密度 )。 
若 时 空中 标 度 换 为 
= = a mw, 
TTY = TT, 
则 称 之 为 洛 仑 兹 变换 。a” 为 与 x* 无 关 的 变换 系数 。 由 上 式 ， 
avanm 二 2 
如 果 
an 一 gw 十 er 
e* 为 小 量 ,又 
Ee (8. 10) 
那么 这 就 是 无 穷 小 洛 仑 效 变换 ;此 时 
Bx! = Xx — 7 = esx, (C8. 11) 


在 无 穷 小 洛 仑 效 变换 下 场 量 AR 
7) $7) = (0 砷 直 二 


Si ,wm 为 场 量 y。 a 事实 上 是 由 相应 粒子 的 
自 旋 确立 的 变换 系数 。8s (x ) 也 包括 双重 变换 ,其 本 征 变化 为 

6$ 7) = $x) — $lx) 
由 式 (8. 12)， 


$ (XT)= $s (zx—er)+ Si Smo CZ— er) 


= f(x) —erzopelz) 十 训 ie” Ds ,和 网 p( 工 ) 


Ss 和 2) 十 训 " | (二 和 到 和 ji Ti 1 ge) 


M80 % 


代入 上 式 , 得 
6$s(X) = 


¥e[ (x, 2 —z, 5 5s 十 Sogn Bn) 
(8. 13) 


从 洛 仑 兹 变换 下 的 不 变性 可 给 出 时 空空 间 各 问 同 性 , 且 
A $x ) ,$i 7T)) — LBsx— er), gsrl | 
_a% a ER 9 / a epi = 
J he + Bdge + 3rd = jr 39g + Ka” dz, )= 0 
式 (8. 11) 式 (8.13) 代 入 上 式 ， 
EA 9 9 | i 
et- ze | (x “On je + i | 
box) | Mpreax’ ) 


CD 
cs i 2 $e») 


2 he 9 pay 
4 92 
一 三 号 = 未 eh Be 六 el) | = 0 
ea” 为 任意 的 , 式 (8.6) 代 入 上 式 , 有 
> (8.14) 
9x 
Mt i (8. 15) 
a 


这 是 四 维 角 动量 守恒 定律 和 四 维 角 动量 张 量 。 守 恒 的 四 维 角 动 
量 为 
J = Maav 
当 Aw=Lj 二 1,2, 3 时 为 普通 角 动 量 ， 
J; = [Exar —g Tn tt war Sy sppo IT) JdV 


V 


而 
i]r, (7)S; mgo 7) dV 
V 
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为 自 旋 角 动量 。 
事实 上 , 诺 特 定理 已 经 表明 守恒 定律 和 对 称 性 \ 不 变性 的 
8.1.2 整体 规范 不 变性 


在 规范 理论 中 内 部 空间 是 描述 粒子 场 内 在 性 质 的 抽象 空间 ; 
内 部 空间 的 转动 可 用 规范 群 G 表示 ,其 元 素 记 作 


ul(0) = exp(— "T°) (8. 16) 
到 为 群 G 的 生成 元 ,满足 对 易 关 系 
LT (8. 17) 


pz 为 群 G 的 结构 常数 。a、B.Y 一 1,2,…,N。NN 为 群 G 维 数 ,4 
为 群 G 参数 。 

如 果 规 范 群 为 SU(n), 那 么 N 三 到 一 1, 即 天 一 1 个 生成 元 
Tr 。 群 元 素 的 表示 x(6) 为 么 正 、 么 模 的 矩阵 ;生成 元 的 表示 为 埃 
尔 米 特 的 、 无 迹 的 和 矩阵 , 且 在 妈 一 1 分 生成 元 中 有 ”一 1 个 可 同时 
对 角 化 。 


如 果 规 范 群 是 维 实 空间 的 转动 群 ,那么 有 N= 王 z(n 一 1) 


个 生成 元 ;其 表示 TY 为 埃 尔 米 特 的 、 纯 虚 的 ,反对 称 的 矩阵 。 它 
的 基本 表示 记 作 
L; =— i(E; — E;) 
(ED = OpmO jn (8. 18) 
1 二 1,2,…,n。 当 然 群 的 生成 元 可 作为 描述 粒子 性 质 的 算 子 。 
在 量子 电动 力学 中 应 用 U(1) 群 ,生成 元 T 王 Q 为 电荷 算 子 ;在 弱 
电 统 一 理论 中 应 用 SU(2) XU(1) 群 ,生成 元 (1 二 1,2,3) 为 同 
位 旋 算 子 、 生 成 元 Y 为 超 荷 算 子 ;在 量子 色 动 力学 中 应 用 SU(3) 
群 ,生成 元 G* (a 二 1,2,…,8) 为 颜色 算 子 ;在 大 统一 理论 中 应 用 
SU(5) 群 ,生成 元 不 仅 有 T'、Y、G* 而 且 有 12 个 既 有 颜色 又 有 味 
道 的 算 子 Te、Ti(g= 二 1,2,3;r 二 4,5)。 
在 内 部 空间 转动 下 场 量 $,(x) 作 变换 
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加 (Zz) gz) = exp(— i0°Ts,) ,7) (8. 19) 
称 该 变换 为 规范 变换 。 当 群 参数 9 为 与 时 空 坐标 x 无 关 的 常数 
时 称 作 整 体 规范 不 变性 ; 当 群 参数 4 为 时 空 坐标 xz 的 函数 时 称 作 
定 域 规范 变换 。 所 谓 ”* 整 体 ? 意 为 时 空 各 点 的 场 作 同样 变换 ;所 谓 
“ 定 域 ? 意 为 时 空 各 点 不 同 的 变换 。 

此 处 讨论 整体 规范 变换 。c、o 王 1,2,…,? 为 场 在 内 部 空间 的 
分 量 指数 ,” 为 内 部 空间 表示 的 维 数 。T?, 为 生成 元 六 的 n 维 表 
示 , 为 nXn 方 阵 的 矩阵 元 ,n 维 表 示 空 间 的 矢量 8 (zx) 的 nn 个 分 量 
$s 可 表达 为 

$1 (Xx) 
$7X) = a ng 
pn (Zz) 
在 内 部 空间 转动 下 的 变换 , 即 式 (8. 19) 可 记 为 
$ (x) = exp(—i0°T") (7x) (8. 20) 
由 于 为 和 时 空 坐标 x 无关 的 常数 ,因此 场 量 的 时 空 导 数 如 同 场 
量 %z) 一 样 变换 ,也 就 是 
gzZ) > $x) = exp(— "T°)$,, (x) (8 21» 
这 是 整体 规范 不 变 的 一 个 重要 特征 。 
物理 系统 内 部 空间 的 对 称 性 ,用 它 的 拉 格 朗 日 函数 密度 在 此 
式 (8. 20) \ 式 (8. 21) 表 示 的 规范 变换 下 的 不 变性 ,得 
M$ CT), BT)) = HGr) ,$7)) (8. 22) 
群 参 数 8 为 无 穷 小 量 , 式 (8. 20) 表 示 的 变换 为 
#2) = (WT g(a) 
8g(z) = $ 7) 一 gz) =— i Tg (x) 


依 式 (8. 22)， 
HB CT) ,pT)) — HBT) ,$7)) 
i 
ph ge Br (gH) 


将 58 代入 并 注意 到 9 的 任意 性 ,有 
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风光 
这 是 与 内 部 对 称 性 对 应 的 守恒 定律 ,i 为 守恒 流 ,相应 的 守恒 
荷 为 


Q， a NO— rH Tg ddv 


若 内 部 对 称 性 为 电荷 重子 数 、 同位 施 ， 则 TP 为 电荷 算 子 .重子 数 
算 子 .同位 旋 算 子 ,J7 就 是 电流 、 重 子 流 、 同 位 旋 流 ,Q& 就 是 电荷 、 
重子 数 、 同 位 旋 。 


8.1.3 定 域 规范 不 变性 
对 于 定 域 规范 变换 , 场 量 给 出 
$7) > $ (7) = exp[— i (zx)T gz) (8. 23) 
的 变换 规律 ,而 
$7) > $7) = exp[— F(x)T ]g,, (7) 


ig° (zx)T™ g(x) A exp(— i0°T")$,, (7) 


(8. 24) 
与 场 量 $(x) 的 变换 规律 不 同 。 这 是 与 整体 规范 变换 不 同 的 重要 
特征 。 显 然 在 整体 规范 变换 下 不 变 的 拉 格 朗 日 函数 密度 
L$ CT), 7)) = HG rT) ,$7)) 
推广 到 定 域 规范 式 (8. 23) 、 式 (8. 24)。 由 于 $8,,(z)、$(x) 不 再 依 
此 规律 变换 ,因此 也 就 不 再 保持 不 变 , 即 
HM Cg (EDA, $y G2)) 
今 以 D, (或 分 号 ) 表 示 协 变 导数 ,于 是 
$7) > $ (x)= exp[— i0° (zx)T 1$(z) 
D,g (zx) —> Dg x’)= exp[—i° (x)T* JD,g (rx) (8.25) 
构成 的 拉 格 朗 日 函数 密度 A 8(zx),D,$ (x)) 为 定 域 规范 不 变 ; 
HB x) ,Dg$ (7)) = HG(z),D,g (7)) 
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根据 杨振宁 、 米 尔 斯 的 思想 , 取 规范 场 势 A (x)。 而 协 变 导 
数 D, (x) 为 


D, (x) = 
Alz) =— BA TP (8. 26) 
g 为 相互 作用 常数 。 式 (8. 26) 代 入 式 (8. 25)， 
9 
[3 igAY DT lO gx) = ul0)| 有 一 让 ACT Iz) 
据 此 ， 
A (TT = uO A (x) Tu (0) + iu(0) 了 (0) 
(8. 27) 
式 (8. 27) 为 规范 势 的 变换 规律 , 当 作 无 穷 小 变换 时 
a(0) 31 — WT 
es 三 癌 二 A 十 jg8T8) 
+ ipT9) (1 + igeT?) 
=AsT°*—i 是 元 Te 
— AaTa__ iphPAa; fh Es a Ta 
MT WAT = T 
， i 3 
— AuT'a ary08A7Ta _ ~ _~ jaTa 
pe 
推出 
, 1 多 
a Ee a Br AB a 
As (zx) = A(z)T HO (TNAY (Zz) FE 50 (x) 
(8. 28) 
式 (8. 28) 与 $8(7X) 场 的 表示 TY 无 关 。 
类 似 于 电磁 场 , 依 
FD 
Wy (8. 29) 
,二 一 站 FT 


定义 规范 场 强 忆 , 。 式 (8. 26) 代 入 上 式 ， 
。 385 。 


—igF%T* = (3 — igAsT" )(— igAeT) 


加 ( La igAT?) (—igA®T°) 


Gg 
9 
9 


=—ig(As, — A,)T — ig fHALALTY 


=—ig ESAT! +ig SAT — g*ALALT ,TH] 
得 到 
有 = .A — ,| ALAY (8. 30) 
式 (8. 30) 为 规范 场 强 、 规 范 势 的 关系 ,注意 到 f* 关 0, 这 是 非 阿 贝 
尔 规范 场 和 阿 贝尔 规范 场 的 重要 差别 。 
规范 场 强 在 规范 变换 下 的 规律 可 由 式 (8. 29) 及 式 (8.27) 的 
另 一 种 形式 
A'(z) 一 wb)ACz)ar(b) + ud) 了 0) 
确立 。 因 为 
m= D,A,—D'A. 
9 / / 9 / / 
(on 二 4) 一 (5 +A,)A, 
9 9 本 
“(th (th A 
u(D,A,— D,A,)u! = uP,u 


所 以 
F(x) = ul OF ut (0) (8 31) 

对 于 无 穷 小 变换 ， 

u(0) = exp(— WHT) 1— OT 
式 (8. 31) 变 为 

Fe, (zx) = Fs, (x) 十 Parg8F7 (x) (8. 32) 
依 式 (8. 31)， 

0 uF uu uP! = uP,F ru 
tr(FiF® ) = tr(uF, Feu !) = tr(F,Fr) 
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表明 tr(F,,F” ) 规 范 不 变 , 可 用 于 构成 规范 场 的 拉 格 朗 日 函数 密 
度 。 因 为 
tr(F,F”)= 二 [( 一 藻 FeT (一直 FopT2) 
一 一 条 有 Fetr(TTA) BE Fe FT(R)Gs 
=— g: T(R)F, Fe 
式 中 T(R) 为 常数 , Fe,F”* 也 是 规范 不 变 , 所 以 仿照 电磁 场 ,可 置 


工 
规范 场 的 自由 拉 格 朗 日 函数 密度 为 
从 一 一 证 FY,Fe (8. 33) 


8.1.4 Higgs 机 制 
将 拉 格 朗 日 函数 密度 为 


1 ost a 1 
名 一 也 a pt 多 一 TA $)* (8.34) 
的 场 $(z) 称 为 Higgs 场 , 式 中 yi 二 0 .4 二 0。 
对 于 只 有 一 个 分 量 的 内 部 空间 , 式 (8. 34) 为 
lL (8. 35) 


4 = 3 六 31 1p 
它 在 内 部 空间 的 反射 变换 中 8(zx) 一 一 g(x) 下 不 变 ， ni 
空间 具有 反对 称 性 。 但 真空 态 无 此 对 称 性 ,真空 为 最 低能 态 


的 哈密 顿 密度 为 场 的 能 量 密度 ， 现 以 ee 


为 i 
Wd = 
99 

它 的 哈密 顿 密度 为 


MHz)= r(x br) — Kz) 
一 六 开 (z) 十 去 [V8Cz) 了 十 让 /2 关 十 48 
由 于 出 现在 上 式 中 的 场 量 的 时 空 导数 $,, 均 为 二 次 项 , 且 系 数 为 


正 , 因 此 能 量 最 小 条 件 为 %z) 王 常数 ， 
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当 取 最 小 值 时 Higgs Sep ,; 即 真空 态 为 


| 这 作 


2 
乾 二 机 硬 | 和 n 二 宣 二 二 一 仁 (8. 37) 


为 Higgs 场 真 空 态 。 场 能 量 为 


FE, = Vo = 


a rd 册 一 一 上 各, 即 从 一 种 真空 变 为 另 一 种 真 
。 或 者 说 , 取 真 空 式 (8. 37) ,在 内 部 空间 反射 变换 下 不 是 不 变 
cag 一 0 意义 对 应 的 粒子 质量 为 虚数 , 虚 质 量 粒子 可 以 
超 光 速 运动 。 
据 此 知 以 式 (8. 35) 描 述 为 Higgs 场 ,在 内 部 空间 反射 变换 下 
拉 格 朗 日 函数 密度 是 对 称 的 ,真空 是 破 缺 的 ;相应 的 粒子 质量 为 
虚 值 ,这 是 Higgs 场 的 一 个 特点 。 
当 Higgs 场 平 移 时 , 按 
gzZ) = $ (7) vy (8. 38) 
定义 新 场 &$ (zx)。 因 为 如 一 v, 所 以 二 0, 也 就 是 (18 (x)1)o 二 0。 
如 此 真空 在 内 部 空间 的 反射 变换 $ (xz) 一 一 8 (xz) 下 是 不 变 的 , 具 
有 内 部 空间 的 反对 称 性 。 
式 (8. 38) 代 入 式 (8. 35) ,得 到 新 Higgs 场 # (zx) 的 拉 格 朗 日 
函数 密度 ， 
和 一 tg og — 4g" (8. 39) 
它 在 内 部 空间 的 反对 称 变换 $ (zx) 一 一 $8 (x) 下 ,由 于 第 三 项 的 存 
在 而 不 是 不 变 的 , 称 为 破 缺 ;第 二 项 表明 Higgs 粒子 的 质量 ， 
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为 实 的 ,这 与 通常 的 质量 概念 一 致 。 

据 此 知 以 式 (8. 39) 描 述 的 Higgs 场 ,在 内 部 空间 反射 变换 下 
真空 是 对 称 的 , 拉 格 朗 日 函数 密度 是 破 缺 的 ;相应 粒子 的 质量 为 
实数 ,这 是 以 式 (8. 35) 描 述 的 Higgs 场 的 又 一 个 特点 。 故 Higgs 
场 具 有 两 面 性 。 

设 Higgs 场 在 内 部 空间 有 ”个 实 分 量 。 置 


$1 CX) 
$(z) = Bs wy 
pn (XK) 
于 是 
j=1 
拉 格 朗 日 函数 密度 为 
= 六 好 (对 区 一 于 (于 $)’ (8. 40) 


在 n 维 内 部 空间 的 转动 下 是 不 变 的 。 也 就 是 在 内 部 空间 有 具有 对 
称 性 。 
实 nn 维 空间 的 转动 可 用 SO(n) 群 实现 。SO(n) 群 的 基本 表示 


为 nXn 的 . 实 正 交 的 . 归 一 化 的 矩阵 , 它 有 x 个 元 素 。 由 于 及 
n(n 一 DD 个 正 交 条 件 及 个 归 一 化 条 件 ,因此 独立 元 素 有 亏 n( 一 


1) 个 。SO(n) 群 有 十 n(n 一 由 个 群 参数 ， 有 N 一 去 n(n 一 个 生成 
a 


L; =—1i(E, — Ex) (8. 41) 
1\j=1,2,°% ,Nn;E,; 为 n Xn 方 阵 ,和 矩阵 元 为 
(Es; Dm OimnO in (8. 42.) 


群 元 素 
ul(0) SS exp( 一 iL ) 
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对 此 变换 , Higgs 场 的 变换 为 
$ (Cz) = ul gz) 
g TR zx) = $ (Tu (OulO $lzr) = $ (zr) g(r) 
表示 式 (8. 40) 不 变 。 依 式 (8. 40) , Higgs 场 当 


$$ 和 和 
时 为 能 量 最 低 态 ; 而 真空 态 为 
Ul 
po 二 (| $ | ) =v= 一 
Un 


n 
史 
二 vv 二 yw 一 一 华 
j=1 4 


在 维 内 部 空间 ,在 半径 为 =/ 一 千 的 球面 上 取 真 空 值 。 若 以 


$j; (XZ) 为 n 维 空间 的 坐标 轴 如 图 8.1 所 hg, 
示 , 把 真空 取 在 $,(z) 轴 上 , 命 


这 样 真空 在 SO(n) 群 的 转动 下 不 是 不 变 
的 。 
为 了 进一步 分 析 真 空 破 缺 ,把 依 式 (8. 41)、 式 (8. 42) 表 示 的 
生成 元 Lx 分 成 1 、K, 两 组 ,而 
Lx =— i(E,x — Eb,) 
K, =—— i(E,, — E,,) 
式 中 .上 二 1,2,…,n 一 1]。 注 意 到 
390 。 


图 8.1 


0 0 
Lg 二 0 K,, 和 天 0 
也 也 
从 而 
0 
. 0 0 0 
exp(— mlm ) sl ED 一 遍及 | .| 和 尖 
Uv 也 也 也 


表明 由 却 (n 一 1) (n 一 2) 个 生成 元 lu 生成 的 变换 ,仍然 保持 真空 
不 变 , 破 坏 真空 对 称 的 只 是 n 一 1 个 生成 元 K。。 
对 于 一 般 情形 ,用 


少 导 (8. 43) 


表示 Higgs 场 的 真空 态 矢量 ;用 


L: (a=1,2,.%,N) (8. 44) 
表示 规范 变换 群 的 生成 元 ,而 
1 (B= 1,2,%,M) 
Lv (8. 45) 


为 保持 真空 不 变 的 生成 元 ,但 

天 7 (Y= 1,2,…,N—M) 

Kw 0 (8. 46) 
为 破坏 真空 对 称 的 生成 元 。 可 以 证 明 : 保 持 真空 不 变 的 生成 元 构 
成 子 群 ,破坏 真空 对 称 性 生成 元 形成 相应 的 陪 集 。 依 式 (8. 45) 知 

[Lv 一 ji 一 /ro 一 0 
另外 ,从 生成 元 的 对 易 关 系 给 出 

[LB] ifeLv = 0 
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当 六 关 0 时 Lv==0, 而 7=Y 

[1,0] = if P17 (8. 47) 
4* 生成 的 群 元 素 组 成 子 群 , 称 之 为 对 称 子 群 ,为 保持 Higgs 场 对 
称 的 子 群 ;Ks 生成 的 群 元 素 组 成 相应 的 陪 集 , 称 之 为 破 缺 陪 集 ， 
为 破坏 Higgs 场 对 称 的 陪 集 ; 有 时 称 2 为 对 称 生成 元 , 称 Ks 为 破 
缺 生成 元 。 

设 ， 是 真空 态 矢量 ,Keu 是 N 一 M 个 新 态 矢量 。 它 和 真空 态 
矢量 相互 正 交 , 且 自 身 之 间 又 线性 无 关 。 可 以 证 明 , 它 是 质量 算 
子 的 本 征 值 为 零 的 态 撩 。K? 的 矩阵 元 为 纯 虚 的 .反对 称 的 ,K 一 
一 K% ,得 
1 


(v, Kv) = v Kiv; = 2 


vv(K$ + Ks)=0 (8.48) 
说 明 Kv 、v 正 交 。 记 
Ap = (Kv, KM) 一 (KK 各) 
因为 v 是 实 矢量 、K" 为 埃 尔 米 特 的 ,所 以 As 为 实数 。 又 从 
Ag — As = (vs KK ) — (wv, KEK°vw) 
=(vs[ KK lv) = if® (vo, Lvw) 
=Af HO Dv) Tif Cv Riv) = 0 
Ag 关 于 a、B 对 称 。 依 此 , Ag 为 实 对 称 和 矩阵 的 矩阵 元 。 根 据 
代数 学 , 实 对 称 和 矩阵 可 以 对 角 化 , 即 存在 正 交 和 矩阵 o 使 


K°v —> oK°vw 
由 矢量 oK“w 标 积 构成 的 矩阵 元 是 对 角 化 的 , 即 
Ag = (oK®v,oKfv) 一 Abw (8. 49) 


这 表明 N 一 M 个 矢量 oK"z 为 相互 正 交 的 , 故 与 之 由 正 交 变换 联 
系 的 N 一 M 个 矢量 K“v 就 是 线性 无 关 的 。 
Goldstone 定理 已 在 前 面 的 章节 中 表述 过 , 即 : 有 一 个 破 缺 生 
成 元 ,就 有 一 个 质量 为 零 的 标量 粒子 。 
事实 上 , 设 Higgs 场 $(x) 的 拉 格 朗 日 函数 密度 为 
i I 3 gy 


2 Ox OE 
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在 无 穷 小 规范 变换 下 ， 
u(0) = exp(— i°L°) a1— igL° 
88 =— ig°L°y 
0g =— LL;$, 
因为 艺 不 变 , 所 以 ta 
WV = Hog 一 一 六 Lp) = 0 


9 多 多 
注意 到 4 的 任意 性 ， 


对 $i 求 导 ， 
随和 
在 上 式 中 的 各 量 取 真 空 值 , 得 
MilLsv; 一 0 (8. 50) 
其 矩阵 形式 为 
Ml*v=0 (8. 51) 
在 六 个 生成 元 元" 中 有 M 个 对 称 子 群 的 生成 元 所 ,有 N 一 M 个 破 
缺 生 成 元 K”, 故 式 (8. 51) 中 的 NN 个 方程 有 
Mliv =0 lv =0 (8. 52) 
MK’v=0  K’v=0 (8. 53) 
式 中 B 一 1,2,…,M;7Y 二 1,2,…,N 一 M。 式 (8. 52) 无 新 物理 意义 ， 
式 (8. 53) 为 Goldstone 定理 的 数学 形式 。 
命 Xx) 为 和 vw 平行 的 矢量 ,于 是 Keu 、Key 就 是 与 .7 正 交 
的 矢量 ,它们 线性 无 关 且 依 式 (8. 49) 正 交 化。 为 方便 , 设 其 已 正 
交 化 , 即 令 
(Kew, Kv) = A’6yg (8. 54) 
再 命名 (x) 为 沿 Ke 方向 的 场 分 量 , 则 以 7(z) E(x) (a=1,2,… 
NN 一 MM) 替代 场 量 $(x) 中 的 个 独立 分 量 ,表达 为 


$(X) = exp| Se | nx) (8.:55) 
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指数 上 的 v 是 v 矢量 的 模 。 场 量 的 这 种 形式 称 为 参数 化 。 由 式 
《8. 纹 ) 得 


(zx) 一 [这 十 va CD]Jem| 一 宪 全 人 | 


g (TB) 一 [ 夺 十 六 (Cz) Lo 十 7Cz)] 
sk eg 十 vn(X) + (Xx)v 
2 一 exp| 宇 S 上 上 订 K vv+ nx) 


p 


币 [Ha 


2 (x) 二 [vi 十 地 CD]| i CD) ep| | 


vU 


十 


| 


也 


2 
| Cx)exp|— 


9 a a 
Ox dH, ‘di Oz; Gat dn 


9 + a 天 
Ty (xX)1 5 Cw) [Lv 十 7Cz)] 


一 ip 十 开 (ze(z) 二 nz) 
将 其 代入 式 (8. 40), 有 
二 (于 dn ae ae 


有 Ox, 2 97 


了 


v 


ee 
也 


9 沁 抽 9 a a 
元 人 ( 工 ) 5 本 (XK [十 7Cz)] 


(DK; | 
一 SL 而 定 十 六 (Dv (DY | 


—4A + Kr) + (z)o 十 六 Cr) re) 


一 3 (Zz) 5 ye 二 ee(z) PE 
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二 p(X) D(X) 十 和 … (8. 56) 

式 (8. 56) 为 参数 化 之 后 用 新 场 n(x)、 人 (xz) 表示 的 拉 格 朗 日 函数 
密度 , 它 在 规范 群 变换 下 不 具有 不 变性 。 

依 式 (8.55) 知 ,由 于 %(z) 场 的 真空 值 为 w 新 场 n(x)、& (zx) 
的 真空 值 为 0, 因 此 在 规范 群 变换 下 真空 是 不 变 的 。 据 此 ,用 式 
(8. 56) 描 述 的 Higgs 场 在 规范 变换 下 ,真空 是 对 称 的 ,但 拉 格 朗 
日 函数 密度 是 破 缺 的 。 并 且 w(x) 场 的 质量 为 V 一 2y ,是 实数 ;e 
(zx) 场 的 质量 为 0。&(z) 场 的 数量 与 破 缺 生成 元 的 数量 相等 。 即 
Goldstone 粒子 的 数量 等 于 破 缺 生成 元 的 数量 。 这 正 是 Gold- 
stone 定理 的 具体 表现 。 

当 同 时 考虑 规范 场 和 Higgs 场 时 ,可 以 从 理论 中 除去 无 质量 
的 规范 粒子 和 Goldstone 粒子 ,于 是 Goldstone 粒子 会 被 “吸收 ”， 
规范 粒子 会 “收获 ”质量 ,这 就 是 Higgs 机 制 。 

设 Higgs 场 在 内 部 空间 有 分 量 $1.(x) 、p2 (zx) ,其 拉 格 朗 日 函 
数 密度 为 


) == 2 由 9 频 | ; 282 2 加 | gee | 过 2 2 
ds 2 ar gz | ty az, pa (#1 | $2) 二 (加 十 9) 


以 相互 共 斩 的 复 场 


gzZ) 一 轴 (Z) 二 i$2 (7) 
$ (7z)= f(z) — i1$2(7) 
替代 实 场 $1(X) 、pz(X) ,得 


= 二 Lp 多 一 二 (名 9)? (8. 58) 


(8. 57) 


2 dr Qa 
该 场 真 空 态 为 

(| VE $1 =v= 广 和 (8. 59) 
当然 在 规范 变换 下 


$I) —> exp(— 10)$(7) 
$ (Zr) > (r)exp(i0) 
式 (8. 58) 表 示 的 拉 格 朗 日 函数 密度 不 变 , 式 (8. 59) 表 示 的 真空 从 
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(8. 60) 


一 个 方向 变 到 另 一 个 方向 ,也 就 是 在 U(C1) 群 wx(0) 一 exp( 一 20) 下 
是 破 缺 对 称 的 。0 为 与 时 空 坐标 x 无 关 的 常数 , 破 缺 对 称 为 整体 
规范 破 缺 对 称 。 

若 式 (8. 60) 表 示 的 整体 规范 变换 推广 到 定 域 规范 变换 

p(X) ->exp| 一 10(z) 1g(Z) 
$ 〈 工 ) 一 由 (x)expLi0(x)] (8. 61) 

则 不 论 式 (8. 58) 还 是 式 (8. 59) 均 不 是 不 变 的 。 

今 修 正式 (8. 58)。 引 进 规 范 场 A, (x)、 协 变 导 数 D, (或 分 
号 )， 

D, = -0 — ieA, (zx) 
. DT 


增加 自由 规范 场 部 分 ,有 


ds 


= (8. 62) 
4 4 

_aA, 94, 
BR ~ ar EE 


式 (8.62) 为 修正 后 的 拉 格 朗 日 函数 密度 , 它 包 括 Higgs 场 和 规范 
场 及 其 相互 作用 。 显 然 式 (8. 61) 表 示 的 Higgs 场 的 变换 和 规范 
场 的 变换 

A ry Mt) 一 二 池 


(8. 63) 


下 是 不 变 的 ; 式 (8. 59) 表 示 的 Higgs 场 真空 在 该 变换 下 也 应 改变 
方向 ,这 就 是 式 (8. 62) 表 示 的 理论 的 定 域 规范 破 缺 对 称 性 。 

现 沿 真空 态 矢 v 的 方向 引入 实 场 7(Cz), 沿 垂直 于 真空 态 v 的 
方向 引入 实 场 &(x) ,按照 参数 化 


$(X)= exp| Se |[ -n(x)] 


Pz)= exp|— 吾 x 2 |[v + mz)] (8. 64) 
的 方式 表示 $8(x)。 依 式 (8. 59) ,新 声 的 真空 信 为 零 , 妈 
。 S96 s 


‘| 7Cz) 1) =0 | Ew) | 和 == (8. 65) 
而 式 (8. 62) 表 示 的 拉 格 朗 日 函数 密度 变 为 


Y= 卫 (元 EL ,]exp| 一 大 | 二 区 并 洋人 一 wk 


exp| EC 2 [vt 庆 元 ) | 二 三 Me[o 十 n(x 


1 ; 1 i 
7 w+ nx) be AFF 


1 ay an 9€ 36 2 Low 
2 aze i ax, HT DevAAr 


FeoA" 攻 FF" + (8. 66) 


式 中 f; 为 三 次 方 以 上 的 项 。 在 以 式 (8. 61)、 式 (8. 63) 为 规范 变 
换 下 , 式 (8. 65) 表 示 的 真空 不 变 , 而 式 (8. 66) 表 示 的 运动 规律 不 
再 不 变 了 。 这 是 定 域 规范 破 缺 的 又 一 种 形式 。 从 式 (8.66) 知 ,7 
(z) 有 实质 量 m, 王 V 一 202 ,规范 场 A .有 质量 ms 一 eu 但 5z) 无 
质量 ,为 Goldstone 粒子 ,并 出 现 了 6(Cz)、A,(z) 直 接 耦 合 两 点 顶 
角 ,应 消除 。 

规范 自由 度 表 明 : Higgs 场 %(z) 和 规范 场 A, (x), 当 在 式 
(8. 61)、 式 (8. 63) 表 示 的 规范 变换 下 变 成 风 (z)、AvCz) 时 , 式 
(8. 62) 表 示 的 拉 格 朗 日 函数 密度 不 变 ， 


2= 雪 [3 A(x) | 四 (a) | — A | 


S$ 8 (x) — FA $F IEF" (8. 67) 


若 规 范 变 换 群 元 素 为 
ul(0) = ul(é) = exp| | 


到 


则 
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$7) — $ (zx) =exp|—i 1 lr ) = 二 2) 


3 $ (rz) 一 时 (7) ft (zx) =v+nr) (8.68) 


/ 二 
二 (人 ( 风 一 和 一 
式 (8.68) 代 入 式 (8. 67) ,给 出 
9 . / 9 . ji 
2= 了 | 元 + ieAs(z) [Lot es = CD) | 


B+ Wz)] 一 [oz) FALv+ Kz)J FPF" 


i 
-tp Vi -二 


一 去 eA3n(20 十 办 一 记 eVAIA* 一 二 本 Fe (8. 69) 
式 中 已 无 E(x) 场 ,Goldstone 粒子 及 两 点 耦合 方式 也 消除 了 ,但 其 


表示 的 运动 规律 无 规范 对 称 性 , Higgs 场 的 真空 (| nC(z)|)o 二 0 仍 
然 规范 对 称 。 


8.2 规范 场 的 量子 化 
8.2.1 正则 坐标 和 动量 


对 于 SU(2) 规 范 场 , 记 SU(2) 规 范 场 的 规范 势 为 A, (zx), 规 
范 场 强 为 F(x) ;系统 的 拉 格 朗 日 函数 密度 取 为 


Y= TP, PF, SE, (一 3 


Ai Hy 2 Hv . axr 
HA 


a 全 十 8 X 生 ] 


(8. 70) 
式 (8.70) 中 的 标 积 、 矢 积 为 同位 旋 矢 量 的 运算 。 将 其 代入 拉 格 朗 
日 方程 ,有 
a 93 3a2Z a2 9 9 


oF,, 9xx 9 下 入 9A, 9 aA 


推出 
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一 一 人 +A, XA (8.71) 
人 = gF,, XA (8. 72) 
其 中 含 时 间 导 数 的 
Fy = 5 入 一 9 十 gho XA (8.73) 
wr 二 十 SFEo XAo—gF;XAi (8. 74) 
Xo © 
称 为 运动 方程 ,不 含 时 间 导 数 的 
6 9 
F, -9 一 5 十 sh1X (8.75) 
Te 一 = gu 双击 (8. 76) 
{ 


称 为 约束 方程 ,上 述 1、j 一 1,2,3;y 二 0,1,2,3。 依 式 (8.70) 知 和 
中 有 4, 的 时 间 导 数 A,, 且 

py Ses Fo (8. 77) 
表明 4, 与 Fov 有 正则 共 轿 关系 。 若 4, 为 正则 坐标 , 则 为 对 应 
的 正则 动量 。 在 规范 理论 中 ,由 于 规范 不 变性 ,因此 应 增加 规范 
条 件 , 对 于 库仑 条 件 


9A, 
9 


式 (8.78) 为 横向 条 件 ,独立 的 正则 共 斩 变 量 为 
人 E, 
式 中 工 表示 横向 分 量 , 即 A ' 一 0、Ew' 二 0。 

Fu 的 纵向 分 量 正六， 一 0 一 0; 旋 度 为 零 的 矢量 可 以 用 
标量 的 梯度 表示 。 于 是 Fi 二 一 了 ,而 下 为 同位 旋 空间 矢量 ,属于 
四 维 时 空 标量 。 故 

Fu= Ft+F=E, 一 (8. 79) 
Bk 


一 0 (8.78) 


"09 a 


E,、Ai 为 独立 的 、 共 斩 的 正则 变量 。 三 可 用 五 、4, 确立 。 由 
式 (8.76) ,得 


arFo 3 (已 2 af =g(E—3h)xa 


gz gz ar! a9(r): oar! 


总 a 


这 就 是 以 A, 、E, 确定 了 的 方程 。 
式 (8.73) 式 (8.79) 代 入 式 (8.76)， 


9 (党 一 5 Le DA4) 
dw 


注意 到 式 (8. 78)， Fe 
(到 十 叹 , 取 X)4 = 了 2 人 (8. 81) 


有 (到 3 
这 是 由 f 确定 Ao 的 方程 。 
fA 均 符 合式 (8. 81)、 式 (8. 80), 其 差别 仅 在 于 有 不 同 的 、 
An 


g? | 
后 十 gh， 也 FX)Dx,y,A) = B(x—y) (8.82) 


这 里 DI 为 并 矢 表 示 的 同位 旋 空间 的 二 阶 张 量 ,D 为 待定 格林 也 
数 ,I 为 单位 并 矢 。 
当 g 很 小 时 , 式 (8. 52) 可 用 微 扰 法 求解 。 命 
D=D,+geDi+ 


+ eho XA)= g(E -jxa 


ox 2 


代入 式 (8. 52) ,给 出 


9 TS3 S 
(ji + 84 2 X) Do + gDi 十 …) = B(x—y) 
按 g 的 寡 次 
92D， 2 x i 
ny = yO— 
DD 
a(x!)? 4 ar! x* D, 
这 是 泊 松 方程 , 解 为 
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Se I 
Do (x,y)= | 
9 
9y, 
SR : I a AL 9 I 
er A | 
式 (8. 81) 、 式 (8. 80) 的 解 为 


pli = [ayD x,y,hi) a 


DGx,y,A) = |d'zDo x7) » A'(z) X Do(zsy) 


A = [dD x,y,AD) ， py 


8. 2. 2 库仑 规范 下 的 生成 泛 本 
SU(2) 规 范 场 的 格林 函数 的 生成 沁 函 为 
Z[7] = ||CaA ILdE, Jexpti|d'zLE, « A — + J, Ai]) 


(8. 837 
式 中 下 标 c 表示 库仑 规范 。 
Ai\E, 为 横向 的 , A, = 0 E,, 二 0。 将 64A1,1、6Ei, 插 入 式 
(8. 52) ,得 


ZI =||[dA ILdE, J84,w3E,,: 


exp| i|d'z(E, ‘Ai—XH+h A)| (8.84) 
式 (8.84) 的 路 径 积 分 为 对 正则 变量 Ai Ei 的 积分 ,而 被 积 函 数 
Jaxx) = | dx Ai—Y) 
应 写成 其 函数 表达 式 。 为 此 先 计算 
| ez A= |dzE,: (Fo + Ao — gAo XA) 


a | 十 ; [BE = 六 十 [ 十 8， X)a | 


积分 并 注意 到 E,,, 一 0、A1,, 二 0 和 任意 矢量 散 度 的 体积 分 为 零 。 
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依 上 述 , 给 出 


JazcE, 人 | az i 


-Jaz[m+ (26) ] 
另 
FP “ Fr = Fo * Fo FF F, 
= () ] -3 
Bi— SenFs 
故 
[eze= ez 让 (到 站) -|] 
-+ 的 
得 到 系统 的 量 ， 


for- Jere + (EE) +a] 


比较 电磁 场 ,EE 为 模 向 电场 能 量 、 汪 Bi 为 磁场 能 量 .二 (2 ) 
为 纵向 电场 (库仑 场 ) 能 量 。 把 它们 代入 式 (8. 84) ,有 
ZL =| [aa]rdg]aavsB， 


onl lass 4 BE) | 


B, 为 正则 坐标 Ai 的 函数 ,由 式 (8.75) 确 定 。y 为 正则 坐标 
4,\ 的 图 数 , 为 式 (8. 80) 


(ji + A 2 x )f = gA1 XE, 
的 解 , 今 将 
。 402 。 


J (er te BX) ll (ey ta >X) eB] 
插入 式 (8. 84) ,得 
Z[ 门 =||[aalldag]aavsgudl (3 + eA 2 Xx) 


:| (zy ta 之 X)f -a xE] 
olan ) | 
使 /参数 化 。 若 为 变 为 Bu 一 及 一 5 二, 则 dB, 一 dFu， 


Z[7] =|| [castar. dl (se + 84, 27 X)f1: 


aF of of . 
341w6( 32 tad |a(Reay BA1X Fu ) 


exp| i d'z (Fs Sy pa 一 六 有 my )| 
(8. 85) 
式 (8. 85) 的 指数 上 无 ,指数 前 有 两 个 包括 3 三 ;的 5 函数 和 一 
个 积分 。 取 该 积分 消除 一 个 6 函数 ,给 出 


Z07]=|| /as Tapy lA (TY + eA xX Fs) 


detMexp| i dz (Fu "A 一 计 克 一 训 肛 十 J A) | 
Me# (z= 8 (zr—) — PA CG — Wel —%) 
oY 


2 
G(x—y) =x—y) (8. 86) 
DZ 


Me (zy) 为 矩阵 M. 的 矩阵 元 ; 依 式 (8. 86) 知 M. 为 同位 旋 空 间 
的 3X3 和 矩阵 (8=1,2,3), 是 时 空空 间 的 无 穷 维和 矩阵,z、yE 
(一 co 十 cm)。 

命 Ld4,] 一 [d4、[LdFo 一 [dF] 且 由 9 函数 性 质 可 使 式 
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(8. 85) 协 变 。 事 实 上 ,因为 
(各 +o x) -|/[ 多 Jel (车 ruxm 
=|| 这 |esLi]aar, “ (—An+ gho XA) | 


ween) oa] 


=Jar, Jewp(—i] dz| $F, :Fy — dF,* Chr A + eA XA) |) 
代入 式 (8. 85) ,给 出 
Z[ 门 =||[aaJrdP.]aavdetv : 


exp| i ad'z [iF "Fr 一 于 Pu “(A'*— A 


+gAr XA') 十 J Ar |) 


这 里 J 及 J 二 0 组 成 J。 
上 式 中 对 LdF,, ] 的 积分 为 高 斯 型 ,而 费 曼 形式 为 


[J =|[d4, J]8A, ,detM. exp( id | (hy 一 A 


9v 


+ aA, XA)’ + "Ar |) (8. 87) 


8.2.3 ”法 捷 耶 夫 理 论 


对 [LdA, | 的 积分 是 在 A, (z+) 所 张 了 水 数 空间 中 进行 ; 从 规范 
变换 
ou 


0 = (8. 88) 


联系 着 的 点 在 函数 空间 划 上 一 条 轨道 ,不 能 由 规范 变换 联系 着 的 
A,,(z) 处 于 不 同 的 轨道 上 。 当 沿 同一 条 轨道 积分 时 ZX 为 常数 , 积 
分 贡献 为 轨道 体积 。 这 样 的 无 限 多 个 轨道 体积 为 发 散 的 应 消除 。 
对 此 ,把 在 函数 4.(z) 空 间 的 积分 限定 在 由 规范 条 件 
F[A:]=0 (a=1,2,.,N) (8. 89) 


。 404 。 


确定 的 超 曲 面 上 ,如 图 8. 2 所 示 。 设 每 条 
轨道 和 超 曲面 只 相交 一 次 ,用 对 超 曲面 的 
积分 替代 对 整个 函数 的 积分 可 消除 轨道 
的 影响 。 

利用 规范 条 件 式 (8. 89), 依 

Ar[LA:]|LdgJec FCA )) ss 图 8.2 

(8. 90) 

定义 函数 Ar [LAs ];g 为 群 元 素 、u 为 其 无 穷 小 参数 。 式 (8. 90) 
插入 


ZU =|[dA, Jexp| jE +aA, XA TL: |) 
(8. 91) 


超 曲 面 


推出 
Zi[0] = [dAs JArLA;]|[dgJrF:LAs Jexp(i| d'z) 


(8. 92) 
式 中 YLdAs jj、ArLAs ] 规 范 不 变 。 从 式 (8. 90)， 


(Ar[LA* ]) -= |[amsPCAxo] 二 |acgg) FLAg*] 
= Jdg’JrFCAs ] = (As[LA:])” 
表明 ArLAz 规范 不 变 。 在 规范 变换 下 


Az(z) > As (x) = As(x) ewur(r)As (zr)— 9 


地 
£ QZ 


(wR) 
[dA: ] — [dA ] = J[dAs] 
本 为 雅 可 比 行列 式 , 它 的 矩阵 元 为 
A (2) = gd (x — y) — em (zr) (zx— 6, 

它 在 SU(2) 空 间 为 3X3 方 阵 (a、.8、.Y 二 1,2,3), 对 角 线 上 的 元 素 

为 1, 非 对 角 线 有 一 级 小 量 wr (zx); 在 时 空空 间 为 4X4 的 单位 矩阵 

(jv 二 0,1,2,3), 它 又 是 时 空 坐标 的 无 穷 维 单位 矩阵 。 于 是 J 二 
: OE 


1 十 obw) 二 1, 也 就 是 [dAs ] 规 范 不 变 。 
把 式 (8. 92) 中 的 各 量 作 群 元 素 为 g ! 的 规范 变换 ,有 


2Z[0] =|| [aa ]Ar[Ax ][dg]3F"[LAz «Jexp( i diz ) 


=|[de]|[aAs JArLA; JaF[As Jexp(i|d'zy) 


得 到 格林 了 艺 数 的 生成 泛 函 ， 
ZrLJ = [CaAsJar [A; J8F°[A; Jexp| idzC2+ J2An) | 
(8. 93) 
对 于 库仑 规范 ， 
F[As]=0>A,=0 SFLA] 一 34A?， 
PLA ] -= A 3 (A emfAt — ee ) 
9 1 3? 
= Be £ I 
Ae yo dy _9_118 1 ow 1 
2 
M#(r,y) = Bo |e 2 5 一 下 本 
一 6 图 Crz 一 y)ATCz) vy Cy 


i 有 

三 = (一 区 一 ea 
9 

ot i = ») | 

ar! 


表明 式 (8. 93) . 式 (8. 87) 在 库仑 规范 下 的 一 致 性 。 
对 于 朗 道 规范 ， 


P[A] 一 0 一 Asv = 


Br 一 (4 ee = 2) 


Fr[A® |]—> A%*= — ee 


一 sy 8Ay 1 ow 
3 * gg dr’ 
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R 四 站 i a 十 
(ArLAs ]) |[aaas(ew 42 一 g 并 7 )= detM. 
6 


Me (x,y) = 上 EP zh 一 i (2) | 


一 eAr 4 时 
ew AY(z) (zx — Y) 64 id (x y) 


1 9 9 
| da8’ (这 一 协 一 AY (GY | 


(8. 94) 


训 
FiD/(x—y) 一 六 人 一切 
除去 部 分 常数 因子 ,有 
M# (x,y) = O80 (x— y)— ewAY(z) Bre = 
而 格林 函数 的 生成 泛 函 数 
= |[aAs J8As, detMi exp|i | drzCy+ JeA™) | 


(8. 95) 
8.2.4 ” 鬼 粒 子 
由 2n 个 符合 条 件 
(st ;) 二 = 《CC = {Ct ,CC } =0 (8. 96) 


的 元 素 C,、Ci (1\j 二 1,2,…,n) 构 成 有 限 维 格拉 斯 曼 代数 , 且 0 
三 C 二 0。 这 2n 个 元 素 组 成 2 个 非 零 单 项 式 
1,C ,C2 4 ;C1 ,CY Os 
CC C1 CH: CCi :Ct Ce» 
CC CCTCT CT 
取 任 意 单项 式 C, C, …C, 并 对 Ce 求 导 ;注意 到 其 中 的 反对 
易 性 ,定义 左 导 数 ， 
Er Co “a 二 0Ouw Cu “ni, Ow, Cr a 
+ 十 (一 D6y CC (8.97) 
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=C Co “Cg, 有 Cr Co “wa Gy (= 1)6u 


二 二 CC CC— DO, 
对 于 一 个 元 素 的 积分 ， 


jac=0 foe=1 (8. 98) 

一 个 式 附加 了 归 一 化 假设 。 当 有 多 个 元 素 时 
| 上 = [eds = 而 (8. 99) 
{dCi,dC;} =0 (8. 100) 


依 式 (8. 100) 知 格拉 斯 曼 反 对 易 数 的 积分 和 微分 等 价 ,这 是 与 普 
通 微 积 分 的 本 质 差 别 。 从 式 (8. 99)， 
fclIac = (1 (8. 101) 
设 有 另 一 组 格拉 斯 曼 代 数 的 元 素 Ci, 并 有 Ci、C 的 线性 
关系 ， 
(@ = cj; 
因为 元 素 的 反对 易 性 ,所 以 
lic= ld,= > ny "Qn, Ejjo'jon TTe 
。 ,为 2n 阶 的 反对 称 张 量 ,e122 一 1。 把 as 作 为 逢 阵 A 的 
元 素 , 有 
detA = Qj Q2j,"" 


8 
G22, Ej jo™jon 


于 是 


Ho = sualid (8. 102) 


由 于 C, 为 格拉 斯 曼 代数 元 素 ,因此 服从 式 (8.99)、 式 
(8. 101) ;得 到 


2n 2n 2n 2n 
|UeIee = 1 =|1c lac 
/一 1 j=1 l=1 j=1 
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应 用 式 (8. 102)， 


[Hcl -= [aaalieliac 


2n 


Les 到 seall dG; 
经 过 变换 ， 
ll dC; = J (A) 1 dG, 
J(A) 为 雅 可 比 行列 式 。 比较 上 式 ， 
J(A) — ia 
关于 格拉 斯 曼 代数 的 高 斯 积分 ， 
G= ||exp( BctAsC,) Cacr 


L9) 


式 中 7 二 1,2,…,n;d"Cd"C1 二 dCidCi…dC,dC; 。 作 变换 使 以 
An 为 元 素 的 矩阵 A 对 角 化 ， 
A = VAz C 一 > uC (一 > 人 2 Ai —> AO, 


(8. 103) 


G= | jexp SCHNO EE BET 
l=] 


于 JJITa +ACTCOdC dC = [I 
y= “ij 
式 中 d"C'd"C'* 二 dCidC ?7…dGdC'7 , 故 
G = detA (8. 104) 
在 式 
Arl As | = detMr 
中 MF 为 群 空间 的 有 限 维和 矩阵 ,为 时 空空 间 的 无 穷 维和 矩阵 ,其 矩阵 
元 为 M# (xr,y)(a\B=1,2,…,N) ? 
M# (x,y) = Sj ag 


i 一 0 (8. 105) 
使 用 式 (8. 104) 定 义 鬼 场 Ci (zx)、Cs(y)， 
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detMs [fcacso act ca) 


exp[i| [dzd'yCt Ce) Me Gx,y)Cay) | (8. 106) 
于 是 式 (8. 93) 变 为 
Zr[71 ,=|| [aas Itac, tac JFLA] 


exp| i dz(Z+ A” 十 斋 @ 十 区 3 


让 dzd CHM8C | (8. 107) 


这 里 将 鬼 场 与 规范 场 等 同 相 视 , 也 引入 了 与 之 相应 的 外 源 六 Cz)、 
人 大 (CZz) ,它们 也 应 为 反对 易 的 C 数 。 显 见 ,C.(Cz)、Cz (xz) 为 群 空 间 
的 NN 维 矢量 ,为 时 空空 间 的 标量 。 但 是 它们 为 反对 易 C 数 ,不 同 
于 普通 粒子 ,服从 玻 色 统计 , 而 是 类 似 于 旋 量 粒子 ,服从 费 米 统 
计 ; 故 日 鬼 粒 子 。 

对 于 U(1) 场 ,规范 变换 为 


A,(x) -> AE(z) 一 和 (一 一 Da) 
取 朗 道 规 范 ， 
A;»*=0 
aA la lau 
2 GE (4, £ Je gg dr 
则 
2 
M(x,y) = 和 0! (zx y) 


ML 为 乓 ee 不 含 规范 场 。 
对 于 SU(2) 场 ,在 朗 道 规范 下 


MY (zy) = 6* (zr DO— RAY(y) 3 (xz—») 
而 格林 函数 的 生成 泛 函 为 
CARR 一 |||[aaJracracmaay 
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2 
exp[ijd'iz(Z+C SE —g FC A XC+h A, 
2 


dz 
+ 入 :CH+CT 本 | (8. 108) 
依 式 (8. 90)， 
Ar[A:]|[de]sF'C4z] = 1 
从 式 (8. 105) 知 ,把 规范 条 件 作 变换 ， 
Fe[LAe] = 0 FIA — Py =0 
P(x) 为 和 规范 变换 无 关 的 任意 函数 ,所 以 ArLAs ] 不 变 , 生 成 泛 
函 中 表示 规范 条 件 的 因子 可 作 变 换 ， 
Fr[As ] 一 SCOFLA |]— P(x)) 

生成 泛 函 为 

Zr[1 sg] | | CaAs dc, Jdct J3CF [A] — Pr(z)) ， 

exp| i diz 4+ JoAr +¥C, 十 Cry) 

+i| dzd'yCrMe Cx, Cs | 


上 式 乘 exp| |uz[Pcz 了 | ,进一步 有 


= 和 
2a 
Zr[J ,pt] =|||CaA; Idc. Irac:] . 
exp(i]d'z| 2— 去 (FLA2]) +JyA" 十 
RC + Crm | 十 让 dzdosCiMecry)C| 
或 
DJ 的 =||[asrac]rac]， 
exp| isv 十 让 dzGW2Aw + REC, + Cl) | 
Sy 二 8 于 负 十 名 
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S=|d'zgz) 
S =| [dzd'yCt GME x,y) C29) 


S; = 一 二 |dzCF'LA2]) (8. 109) 
CQ 
式 (8. 109) 中 Su 为 规范 场 作用 量 、S; 为 鬼 粒 子 场 作用 量 、S; 为 规 
范 固定 项 作用 量 ,Si 、.S; 均 和 选择 的 规范 相关 。a 称 为 规范 参数 ， 
4a 二 0 时 为 朗 道 规范 、a 二 1 时 为 费 曼 规范 、4a 二 oo 时 为 么 正规 范 。 
在 SU(2) 场 ， 
Sy 一 S 十 Si 十 S 


S 一 了 dz — A + gh, XA) 


, + 92C 9 
= 二 。 
Si ja z(C ri B83 4 A XO 


S， =— 二 | dz(hz (8. 110) 
[04 


置 任意 规范 场 为 
ZL1 ,01 =—|| CaAs Cac dacr]. 
exp| isv +i]d'z (eAr + JiC, + Cl,) | 
将 指数 上 的 函数 在 算 子 A .CC 有 外 源 时 的 真空 期 望 值 A5、 
Cu .C3 的 领域 展开 ， 
Sy[As ,Cs Ct] =Sy LAG Co CE + [drz (TsA? 
十 而 C. 十 ci) 十 |dzFLA — As,sC, 
-本 一 化 ] 
给 出 
2Z[J ,7 六 ] 一 exp1i9v[A% ,CuCt] 
EE ee 
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[dcC][dct]exp{ijazF[A — Ag,,C, — Ca,Ct — CE]) 


在 树 图 近似 下 舍弃 乘积 因子 , 取 
Zo [7 ?71， vl =exp( iS, [LAs, so sC | 


i dz(JsAr 二 过 Cn 二 Ciy 六 


这 是 树 图 近似 的 格林 函数 的 生成 泛 函 ,而 连通 格林 函数 的 生成 泛 
函 , 按 ZZ 二 exp(i1W 为 
Wo [J »7， 7 ] = Sy LAs, Cou ;Ct | 


+ | dzxCJsAY 十 大 Co + Cin) 


由 WL[LJ ,wn,7 jj, 依 
5W _ A SW aW _ 
3] At? 3 Co Sr. Co 


把 可 7 变 为 Ai Co 、Cos 。 又 依 
TEAg, Cas Ch] = WL — diz (JeAF 十 天 Co 十 Co) 

将 W[J ,wy,w J 变 成 正规 项 角 的 生成 泛 函 。 在 树 图 近似 下 ， 
TAs,C,sCt | = SyLAs ,CC (8.111) 

这 里 省 去 了 下 标 0; 但 应 注意 As、C、C; 是 外 源 不 为 零 时 的 相应 

算 子 的 真空 期 望 值 。 

在 SU(2) 规 范 场 下 , 树 图 顶 角 生成 泛 函 为 
T=Sy 一 S 十 S 十 S， 


S =|gz[ 让 XA.)? | 


4 
=|a'z| (4, 一 ys)? 一 记 g (4, 一 和) AX 


一 8:(A, X A.)?| 


| | 直人 和 1 
jaa| (6 Fan A 


Ar XA —Ig (A, XA | 


sa 水]3 = 


一 9 污 -CHAIC 可 


:= |az(C: 
Ea ,=| a 一 本 (4, 。 站 人 ) (8. 112) 


D% (xz,y) 为 规范 场 的 传播 函数 ,TW (y,z) 为 规范 场 的 两 点 


有 
|a'yDi Cr WI (Cy) = 07gm0'(z—z) 


而 
TW (y,z) are | 
-| 
中 二 天 Hi 4s] 


=| d'sdg,d' Cz ?本 2 (1 = hs | 
人 一 过 0) 


pe 


Oru9, 


式 中 X 表示 A:z .Co、Cz 二 0。 代 入 上 式 , 得 
gg 1\ at 
4 、 门 op 8 
jsp [SE (1 1) 
=6"’g0 (x — 2z) 


Es (1 1 9? |Dg C22) = org8' (x—2) 


os E29) 


az grid 
故 
4 exp[ 放 (zx 一 2》)]. 
Dh (pnt) Si = | 好 十 去 
kak, 
[Go 人 | 
在 动量 表象 中 规范 场 的 传播 子 为 
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iD% (k) =— 1 [gm — ta) | 


大 十 有 
如 图 8. 3 所 示 。 训 下 
记 G*%(z,y) 为 鬼 传播 函数 .TY Cy,z) 为 “ 
鬼 的 两 点 正规 顶 角 ,结果 图 8.3 
| ayG% Crs WIY Cy,z) = 078' (zx— 2) 
但 
8 
FE BGs y) C+ Cz) |x 
4 Cn 十 
= (z) 2 iC.(z) 
ee 
一 6 Cy z) 
代入 上 式 ， 
| dyG% Cr,y) 0 0 (y—2) = 06 (xz— 2z) 
了 D2 
JO" (zz) 一 fr884 (六 一 z) 
推出 
wp 4 exp[ 砍 ( 工 一 z)] 
Vr = | | 好 十 去 
在 动量 表象 中 鬼 传 播 子 为 人 
aB Be BR 
Gy 图 时 


如 图 8.4 所 示 。 
8.3 温 伯 格 理论 


分 析 ( ,wv) 系 统 (1 二 e,p,z) 的 弱 相 互 作用 和 电磁 作用 。 
(1 ,v1) 系 统 的 带电 弱 流 和 电磁 流 为 
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.7 一 2 人 人 | 十 7) 


je C8. 114) 
’ =— Wi yg 
据 此 ， 
Qo =—i| dn =— [dyty, 
Qu 三 一 i dn = [grt + yw, (8.115) 


Qh = Ee + ys 


式 中 角 标 (1) 为 带电 弱 作 用 的 , 角 标 (2) 为 电磁 流 作 用 的 。 由 于 这 
些 荷 已 出 现在 实验 中 ,因此 弱电 统一 理论 的 群 的 生成 元 至 少 应 当 
包括 它们 。 

分 解 Qo 为 埃 尔 米 特 算 子 , 置 


TiC—iT; = 去 Qe, 
] (8, 116) 
Tily= FQ 
y= 网 (8. 117) 
gi 


或 取 
Qu = 3 Qty) mi) (8.118) 
比较 式 (8. 116) 有 
T= + yny 


Ts = | (+ pry 


利用 狄 拉 克 场 的 等 时 反对 易 关 系 ， 
(JD r= (rr) 
(prst) ,pr ,1)} {yr (r,2) (r’ ,2))} 
得 到 
[am (riDAgrD) ,dry Cr DBpCr',) | 
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=| mpr cr,D[A,B]wr (8.119) 
进一步 ,有 
一 谍 Ti TD] = 一 让 | 十 Ga ‘T+ |y 


一 一 i dw 二 (1 十 广 )2[ ,Ty = [ar (1++ ys)ray 
将 五 .Te.Ts 统一 为 
1 了 于 em (+7y)w (8. 120) 
显 见 它们 是 SU(2) 群 的 生成 元 。 
对 于 Qu , 依 式 (8. 115) 、 式 (8. 117) ,得 
0 J 
Er 
Qs) la mY 必 jy 


一 | [= 二 中 + 地 (1 一 my 
命 


有 


T=0Q6—T, C8 121) 


[TsT0 (1 = 1,2,3) (8; 122) 

因为 SU(2) XU(1) 群 有 四 个 生成 元 ,所 以 对 应 的 有 四 个 独立 

的 规范 场 B,、C,。 在 这 些 规范 场 中 应 该 只 有 一 个 线性 组 合 保持 无 
质量 (电磁 场 ), 另 外 三 个 独立 场 都 必须 通过 Higgs 机 制 获得 质 
量 ,这 至 少 需 引进 四 个 埃 尔 米 特 的 Higgs 场 ,其 中 一 个 确定 真空 
的 方向 ,其 他 三 个 使 三 个 规范 场 得 到 质量 。 为 此 可 记 

加 I Pei 
BD; + 1D 
它 属于 SUC2) 的 旋 量 表示 (To 去 )。 在 轻 子 场 可 把 其 左 、 右 放 


写 为 


(8. 123) 


= d+) 网 


( 


(8. 124) 
R= 到 (1 — ys) 
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使 用 式 (8. 124) 把 轻 子 场 的 弱 同 位 旋 式 (8. 120) 表 为 
| Fk 证 
T, 一 oak SE (8..125) 
以 式 (8. 125) . 式 (8. 121) 作 用 于 工 .R, 而 给 出 LR 在 SU(2) 变 换 
下 的 性 质 。 
(一 ,系统 的 拉 格 朗 日 密度 为 


1 


2 一 B:, 4 CC 一 RDR 一 太 XXDL 


一 万 6+)(CDG) 一 U(GE GE) 一 (有 LT NRG+h.c.) 


(8. 126) 
其 中 jv 二 1,2,3,4; 且 
9B, aB 
Wi (8. 127) 
6 放 
六 (8. 128) 
「 9 i a ] 
0 二 | 一 本 于 5 号 一 和 (一 jG 下 (8. 129) 
「 9 国史 
DR = | DG, IR (8. 130) 
玉 i 
DD 全 |， (8. 131) 
二 (DG@)+ (4 = 1,2,3) (8. 132) 
万 .@+ = 
DD (=4) (8. 133) 
U(CG+ &) = 地 oD D+ 3bD @)’ (8. 134) 


可 以 证 明 式 (8. 126) 在 下 述 定 域 SU(2) XU(1) 无 穷 小 变换 下 
的 不 变性 。 


By 二 机 人 
次 2% 
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1 


» 9 
Gx) = Cs) — de (Zz) 


L(y = epE— ia(z) Th Jexp| 一 pd , b(z) |LCz) 


(8. 138) 
R(x) ~ exp[— ia (xz) TRJR(Zz) 


Bt = eb[— ix(z)T?]exp| 一 pi 。 b(z) |@Cz) 
这 里 0(x) .a(z) 为 无 穷 小 函数 。 在 式 (8.126) 中 UTCG SG) 的 最 小 
值 于 @@ 一 1 一 一 全 >>0 处 , 故 


4 
(B' By = 2 By 一 (8. 136) 
l=]1 


V 表示 真空 。 式 (8. 136) 表 明 简 并 的 真空 在 四 维 更 空间 中 形成 
半径 为 po 的 球面 ;物理 的 真空 应 取 的 ,使 其 对 应 方向 的 规范 场 为 
电磁 场 。 电 磁场 不 带电 ,相应 的 更 场 真空 期 望 值 的 方向 也 不 应 带 


电 。 依 9 一 Ts 十 ,Ts 一 去 知 ,® 场 真空 期 望 值 的 方向 取 在 ;一 


一 去 的 方向 。 
今 取 么 正规 范 ,于 是 可 通过 规范 变换 使 6 场 变 换 为 
6 一 | (8. 137) 
这 里 @ 为 埃 尔 米 特 的 。 式 (8. 137) 代 入 式 (8. 131)， 
D,® = |ag -je (8. 138) 
ee a(Bh+ig Cy 
DB! DG =(DG)! (DG) — (DB)! (DD) 
=( 欠 ) + 二 (s [B+ (88] 


+[—g(B)s t+ eC, J) gy) C8. 139) 
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规范 场 粒子 的 质量 源 于 该 项 中 @ 场 真空 平均 值 的 贡献 。 带 电 规 
范 场 (B,)1、(B,); 及 中 性 规范 场 的 线性 组 合 一 g(B,); 十 g'C, 为 
有 质量 的 。 无 质量 的 规范 场 - 电磁 场 必定 是 后 者 正 交 的 中 性 规 
范 场 组 合 。 所 以 令 


加 =o+ Lo (8. 140) 
J 
Zz -a (By); 二 (8.141) 
A -0 二 gg (B, )3 a | (8. 142) 
W: -9 干 i(B,)2] (8. 143) 
式 (8. 140) 一 式 (8. 143) 代 入 式 (8. 126)， 
8= 十 多 十 多 (8. 144) 


这 里 吧 、 2 、 到 为 拉 格 朗 日 函数 密度 的 二 次 项 三 次 项 、 四 次 项 。 
% 一 一 方 7(3@) —mgytyg — my Wi W, — m2 十 广 


(8. 145) 
三 为 场 的 导数 项 ;而 
my = UVU"(p') 一 一 2 > 0 
六 = | 
EA (8. 146) 
112 一 5 十 go 之 my 
m= Jo 
式 (8. 145) 中 无 A, 内 的 非 导 数 二 次 项 ,这 表示 
ma 二 0 jy 三 必 (8. 147) 


事实 上 ,在 所 有 粒子 的 质量 均 由 J 机 制 确定 的 理论 中 ,不 与 
Higgs 场 耦合 的 场 无 质量 。 在 式 (8. 126) 中 A 场 和 中 微 子 场 都 不 
与 @ 场 看 合 , 故 它们 的 质量 选 为 零 。 


。 420 。 


为 研究 这 些 场 之 间 的 相互 作用 ,定义 


tgbw = 站 (8. 148) 
bw 称 为 温 伯 格 角 。 依 式 (8. 141) \ 式 (8. 142)， 
ZL, =— cosQw (B,); 十 SingwC， (8. 149) 
A, = sinbw (B, ); + cosOwC., 
(B,); = sinbwA, — cosOwZ, (8. 150) 


C, = cosOwA, 十 sinbwZ 
而 式 (8. 126) 中 的 第 三 、 四 项 可 写 为 


aL 网 
一 元 六 了 有 二 =— 1 为 op 3 +i3L XiX。 


g(B,)s—gC, V2gW- 
V2gWi —gtBihN—g CC, 
i 
| Et , V2gW; 
V2gWi — Vg +g’ (sin20wA, — cos20w )Z, 
(8. 151) 
aR 


一 人 yyD,R =— RR yy, 3z， 


—iR' yy,Rg’ (cosgwA， 十 singwZ ) (8.152) 
从 式 (8. 151) 、 式 (8.152), 推 出 轻 子 与 带电 中 间 玻 色 子 的 相互 
作用 ， 


LWw: i WY ty) th 2 
4 表示 轻 子 , 式 (8. 153) 完 全 确定 了 轻 子 带 电流 的 弱 作 用 。 

考虑 图 8. 5 所 示 的 轻 子 - 轻 子 过 程 , 并 在 A->~0 的 条 件 下 和 对 
应 的 唯 象 流 看 合理 论 比较 ， 
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图 8.5 
即 
2 2 
人 = 高 ( 玉 ) = 二 (8. 154) 
从 式 (8. 153)、 式 (8.152) 式 (8.151), 也 可 得 到 轻 子 (g)- 光 子 (p) 
的 相互 作用 ， 
双 =— iR' yy,Rg' cosgwA， 
0 0 


ee 
wy Es 和 , — Vg +g’sin20wA, . 
=— ig’ cosOw (Ya yls +t LY YL) A, 
一 一 这 cosQwl’ yy,lA, 
(8: 155) 
对 比 量子 电动 力学 的 相应 的 表达 式 知 ， 
e= g cosbw = gsingw 
又 对 比 式 (8. 156) 、 式 (8. 154)， 


_V2g’ 加 V2e? e2 
WE 


(8. 156) 


实验 表明 sin?9w 必 十 ,有 
my = 4. (Ge 
同 理 得 到 轻 子 与 Z? 粒子 的 相互 作用 为 
Ca 一 i 地 VE Fg (gy y+ ys)p, 
— ytyy Ll — 4sin:Ow) + 7y; jp)Z, 
与 2 耦合 的 轻 子 流 对 应 于 唯 象 理 论 中 的 轻 子 中 性 弱 流 。 


8.4 杨 - 米尔 斯 场 
杨 - 米尔 斯 场 属 于 SU(2) 规 范 场 。 从 数学 观点 看 ,规范 场 相 


(8. 158) 
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当 于 主 从 上 的 联络 ,物质 场 相 当 于 伴 矢 丛 的 截面 。 
8.4.1 杨 - 米 尔 斯 方程 
四 维 时 空 流 形 上 的 杨 - 米尔 斯 场 就 是 非 阿 贝尔 规范 场 (x) 


取 值 在 李 群 G 的 李 代数 的 表示 和 矩阵 上 ， 
WA,(x) = TAs (zx) (8. 159) 
式 中 T, 为 李 代 数 W 的 反 埃 尔 米 特 表示 和 矩阵 ， 
[T,,T,]= foT. Th = (8. 160) 


下 标 a 跑 遍 群 G 的 维 数 , fs 为 群 G 结构 常数 。 为 方便 , 取 下 列表 
示 和 矩阵 的 归 一 ， 


te 一 一 6 (8. 161) 


故 规范 势 为 
A (zx) =— 2tr(T, w(x)) (8. 162) 
对 应 的 规范 场 强 为 
Fra(x) = A — Ar,,Tefs (xr)As(r)AM (rz) (8.163) 
e 为 场 的 耦合 常数 ,表明 非 阿 贝尔 规范 场 存 在 有 自 耦 合 。 今 引入 
含有 耦合 常数 e。 的 势 ， 
As(x) = ew, (x) = eT,As (Zz) 


1 


(8. 164) 
Aslx) —— LtrTA(z) 


此 时 有 的 场 强 为 
F, = eTsFs, 一 A 一 Au 十 [AA] (8.165) 
该 式 不 显 含 e。 进 一 步 给 出 微分 形式 ， 
A =A,dx’ (8. 166) 


J y 
F=3F,dr A dz 


=d4 十 十 [LA,A] = d4+A AA (8. 167) 


规范 势 A 相当 于 主 从 联络 拉 回 到 底 流 形 , 规 范 场 强 下 相当 主 从 曲 
率 拉 回 到 底 流 形 。 可 以 证 明 下 满足 比 要 基 等 式 ， 
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DF = dF+[A,F]=0 (8. 168) 
这 里 DD 为 协 变 外 微分 算 子 。 
场 的 运动 方程 利用 作用 量 S 相对 场 A, 变 分 稳定 得 到 ,S 可 
表示 为 拉 格 朗 日 密度 的 时 空 积 


S =|dzg (8. 169) 
M 
=a"F, —— TFeP, — (EB) (8.170) 
而 
E'=F®* FE,=—A—VvA'—efsA*A. (8. 171) 


Bi —— FerFs B.—VXA—SefsA, XA (8.172) 


注意 到 底 流 形 为 定义 有 度 规 的 时 空 ,S 可 表 为 
es |ucF A 二 节 (8. 173) 


* 为 作用 于 微分 形式 上 的 Hodge* 算 子 。 依 作用 量 相对 场 A 的 
变 分 极 值 推出 运动 方程 ， 


Fw 十 efshsFe =0 (8. 174) 
9 
其 外 微分 形式 ， 
DxF=0 (8. 175) 
对 于 四 维 杨 - 米尔 斯 场 , 命 场 强 ,的 对 偶 场 为 * 下,,， 
， 1 
Ps > DE 
使 
1 1 J 
x 二 x (Sle A dz)= ow de de 
= 让 “Fadx A de (8. 176) 
且 
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D, 为 协 变 导 数 。 

杨 - 米尔 斯 场 具 有 非 线性 特征 , 普 适 分 析 极 其 困难 ,即使 讨 
论 紧 致 流 形 S' 上 的 杨 - 米尔 斯 场 也 很 复杂 。 利 用 场 方程 和 比 安 
基 等 式 的 相似 性 ,考虑 若 场 下 与 其 对 偶 场 * 开 成 正比 ， 


F=AxF (8. 177) 
则 依 比 安 基 等 式 ， 
DF=0 
于 是 推 得 欧 拉 - 拉 格 朗 日 运动 方程 ， 
DxF=0 
对 式 (8. 177) 运 算 * ， 
关 下 一 六 关 尖 下 


代入 式 (8.177) 且 应 用 

ar (n 为 奇数 ) 

(一 1)"74， ln 为 偶数 ) 
(8. 178) 


x xa, 一 sgn(g)(—1)"” "a, = | 


有 

XA (对 EE! 度 规 ) 

一 入 下 (对 M 度 规 ) 

式 中 EF' 为 四 维 欧 几 里 得 空间 .M4 为 四 维 闵 可 夫 斯 基 空 间 。 故 应 
A= 十] (对 EF 空间 ) 
) 一 士 ; (对 M: 空间 ) 


F 一 xxF 一 | 


在 M 内 应 
x* 夺 二 土 二 (C8. 179) 
因为 下 、x* 下 均 是 李 代 数 的 微分 形式 为 使 式 (8. 179) 满 足 ,所 以 不 
能 是 紧 致 李 群 , 仅 对 非 紧 致 李 群 。 
在 E'* 内 自 对 偶 条 件 为 
关 卫 一 士 了 上 (8. 180) 
这 时 对 规范 群 无 限制 ,可 为 任意 紧 致 李 群 。 称 * 下 一下 为 自 对 偶 、 
称 * 下 一 一 下 为 反 自 对 偶 。 
任意 场 下 都 可 分 解 为 自 对 偶 、 反 自 对 偶 两 部 分 ， 
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下 一 Ft 十 天 


-其 中 
= 记 (F 圭 x F) 

满足 

Et 
代入 作用 量 I 表达 式 ， 

T = 一 点 |eCF A xF) 

© M 

有 


1 


2 


tr ER YN EE 


La 


& 


评 [trCE+A Ft)— tr(F-A F-)] 
st 


| 
如 
点 | trCFr+F-) A Ce 
s 
| 


= 寺 C‖ Er 上 2 十 让 2) 宇 0 
这 里 | 。|| 为 微分 形式 的 模 , 定义 为 
| a | 2 一 一 tr(aya》 一 一 | A 基本 区 (0 
同 理 研 究 第 二 陈 数 式 
1 
帮 -a | tr A EY = 一 
学 
得 
es tr| (Fi+ FT) A CFE-) 
eg 


二 外 不 ”一 本 民 
比较 式 (8. 186) ` 式 (8. 185)， 
eI=+t8rk+2| Ft | :> 8 1k| 


(8. 181) 


(8. 182) 


(8. 183) 


(8. 184) 


(8. 185) 


(8. 186) 


(8. 187) 


由 于 & 二 cz 为 拓扑 不 变量 ,因此 对 具有 确定 的 作用 量 的 极 小 值 
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解 , 就 是 场 满足 自 对 偶 条 件 的 解 。 
当 & 二 0 时 工 的 绝对 极 小 值 TI 一 0, 推出 
F=Ft=F=0 
对 应 于 平 联络 的 平凡 情形 。 
当 &>0 时 工 为 绝对 极 小 值 为 自 对 偶 解 e [一 8 ,推出 
0 F= xF 
当 A<<0 时 了 的 绝对 极 小 值 为 反 自 对 偶 解 e: 了 二 一 8x2k, 推 出 
ET=0 Fo=— x*F 
综述 ,符合 式 (8. 180) 的 解 为 作用 量 工具 有 绝对 极 小 值 的 稳 
定 解 。 
8.4.2 杨 - 米 尔 斯 场 的 拓扑 性 质 


对 于 3 十 1 维 纯 杨 - 米尔 斯 场 , 可 使 用 正则 量子 化 。 考 虑 某 个 
时 间 上 的 哈密 顿 系统 , 且 设 杨 - 米尔 斯 场 在 三 维 欧 几 里 得 空间 无 
穷 远 处 快速 衰减 , 命 5 为 紧 致 化 三 维 欧 几 里 得 空间 。 定 Weyl 规 
范 Au=0, 讨 论 所 有 静 规 范 场 位 形 空间 ,注意 到 物理 系统 具有 
规范 不 变性 , 故 对 应 的 VLAJ] 为 27/%” 上 的 波 泛 函 。 因 为 同 伦 

mE/Y)= ro( YF)= na(G)=Z (8. 188) 
式 中 % 为 三 维 规范 群 .G 为 李 群 ,所 以 当 Z 隆 0 时 存在 拓扑 障碍 。 
根据 族 指标 定理 (A-S 定理 的 推广 ) , 族 指数 


QM = J?) a | cE aA) (8. 189) 

3 SS 
这 里 M 为 底 流 形 ,2 一 F+ 5A.、5A 为 A 的 水 平 变更 。 式 (8. 189) 仅 
为 轨道 空间 /3 中 1 -形式 ,可 提升 为 联络 空间 尖 中 1- 形式 ， 


QM = | ecFaa) (8. 190) 
S3 
8A 为 A 的 任意 变更 。 而 
SQICV) =0 (8. 191) 
2xc2Q COM) =— 8° (MW (8. 192) 
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上 式 中 5 为 联络 空间 ?中 的 任意 变更 ,而 
BCM) 一 一 去 | (AdA+3A) (8. 193) 


cz 为 第 二 陈 数 ,8"(CM) 为 加 上 泛 涵 0 - 形式 ;2 上 泛 函 1 - 形式 
QICM) 可 理解 为 员 上 U(1) 联 络 1 - 形式 。 今 在 上 取 1- 链 
站, 其 边缘 3 由 二 名 属 从 29/%, 人 上 同一 纤维 , 即 端 点 A、As 为 
同一 规范 轨道 中 的 两 点 ,于 是 
rm 1 下 j 
oaQ TM 0 QM —— | pM = 一 去 | 6" 
= 1 区 8 2 g)? 
-sz|[r(A dA 十 去 CAe)?】 


3 


—t(AdA+3A)| = zz| re dey’ 二 区 


(8. 194) 
当 Z 关 0 时 存在 “大 ”规范 变换 ,相应 的 波 函 数 存 在 不 可 积 相 
因子 ， 
JLA® ] =exp(2riczQ TD' ,MO YLA] =exp(2xniZ0) YLA] 


(8. 195) 
依 式 (8. 192) ,czQ Cnm ,MD) 为 上 边缘 ， 
oaQ (TM) = 庆 A" Asg) (8. 196) 
式 中 g 为 规范 变换 , 则 可 作 么 正 变 换 移 出 此 相 因 子 , 而 导入 
GL[A] = exp(ia' (A)) gLA] (8. 197) 
又 
@[Ae] = GLA] (8. 198) 


为 规范 不 变 ,但 此 时 哈密 顿 函 数 为 
如 一 了 二 | wz( 肥 十 开 ) 
这 里 x 为 动量 。 么 正 变换 
H’ =exp(ibao (A)) Hexp(— ibao (A)) 
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= 了 ez[ (< 一 雹 已 ) +B: | (8. 199) 


使 相应 的 拉 格 朗 日 量 中 包括 陈 形式 与 参数 9 的 乘积 
对 于 2 十 1 维 杨 - 米尔 斯 场 ,应 用 哈密 顿 形式 的 正则 量子 化 。 

考虑 某 个 时 间 i 的 静 规范 场 位 形 2*。 定 Weyl 规范 Ao 一 0, 并 设 
欧 几 里 得 空间 在 无 穷 远 可 紧 致 化 为 二 维 球 S$ 。 因 为 物理 系统 具 
有 规范 不 变性 ,所 以 yLA 为 轨道 空间 2°/ 咏 上 波光 数 。 对 一 般 
李 群 G 而 言 , 同 伦 特性 xz(G) 王 0, 结果 

mK/Y) = ro(WY) = A(G)=0 (8. 200) 
而 轨道 空间 单 连 通 , 无 “大 ”规范 变换 。 男 ， 

rm/Y) = mY)=x(G)=Z (8. 201) 
当 Z 夭 0 时 有 拓扑 障碍 ,根据 族 指 标定 理 , 族 指标 


QM = | rcz2) | cBABA) (8. 202) 
Ss 晤 


只 是 轨道 空间 守 /2Y* 上 2- 形式 ,可 把 它 提 升 为 2? 中 2- 形式， 
CM) =| ec22) 二 | resaaA) 十 28| CsP) (8. 203) 
s 


S2 


满足 
(MD) =0 (8. 204) 
2xcQzCOV = 58 (MD) (8. 205) 
BM = 一 也 | (A8A) — 去 | FE) 
间 


wf 为 联络 ;将 2? 上 1- 形式 B1(MD) 视 为 y+ 上 联络 1 - 形式 ,而 将 
:上 场 速 度 算 子 表达 为 

We 起 +B CW (8. 206) 
其 对 易 关 系 为 

[V,V]= ceQR OW (8. 207) 
就 是 2%2 上 2 -形式 czQ: COM) 可 作为 曲率 2 - 形式 :规范 场 强 ”, 且 
依 式 (8. 204) 证 明 式 (8. 207) 的 对 易 式 服从 雅 可 比 等 式 。 
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在 规范 变换 下 , 波 省 函 J[A] 改 变相 因子 ， 
SA] = exp| im], BP' CMD jwLA] = exp[ana (Aie)]JWLA] 
(8. 208) 

式 中 mn 为 具有 质量 量 纲 的 参数 。 

当 在 联络 空间 2 沿 不 同 轨道 从 A 到 达 A* 时 ,所 得 相 因 子 的 
差 为 

二 承 
殷 (M) = Te = |38 0 = 2rc [QM = 2n2 


(8..209) 


二 
相 因子 | P (MD 为 规范 群 1 - 上 闭 链 ; 当 Z 天 0 时 为 非 平凡 1 


-上 闭 链 。 尽 管 轨道 空间 9 /2 ” 单 连通 ,无 “大 ?规范 ,但 是 把 场 
强 2 -形式 Q' GV) 沿 其 边缘 在 同一 轨道 上 的 2 - 闭 链 TY 积分 , 进 
一 步 知 


oj|eom 三 落 (8. 210) 


而 ccQ (MD 相当 于 2“/%5 中 的 单 极 场 。 表 明 
z= 

[ 例 8.1] 讨论 闵可夫 斯 基 平 面 的 调和 映射 。 

调和 映射 (或 调和 映照 ) 在 数学 中 有 重要 应 用 ,物理 学 中 的 非 
线性 o- 模型 就 是 一 种 调和 映射 ;二 维 空间 的 调和 映射 理论 与 四 维 
空间 的 杨 - 米尔 斯 场 论 有 许多 相似 之 处 。 这 里 简介 数学 家 谷 超 
豪 在 调和 映射 方面 的 部 分 工作 。 

记 R11 为 二 维 闵可夫 斯 基 平 面 \(1,zx) 为 点 坐标 ;1M 为 洛 仑 效 
流 形 ,在 局 部 坐标 下 其 度 规 为 

ds = gga(y dy dy 全 
它 是 正定 的 二 次 微分 形式 ;a、B 二 1,2,…,n。 取 $$ 表示 从 R” 到 
M, 的 一 个 C? 映射 ,其 坐标 为 
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32 一 加 ( 工 ) © 
而 作用 量 


SW = [| gap (EE ddr ® 


dt 汉 有 9x 9 并 


若 y 为 该 作用 量 的 临界 点 , 则 称 为 从 Ra 到 M, 的 调和 映射 。 在 
局 部 坐标 下 式 @@ 的 欧 拉 方 程 为 
i 


1 9t qt gzr 9x 
式 中 有 P% 为 式 四 的 克 里 斯 托 夫 符号 。 式 @ 为 半 线 性 双 曲 型 方程 
组 ,最 基本 的 定 解 是 柯 西 问题 ,而 当 :一 0 时 的 $、 学 已 知 ,要 求 一 
个 调和 映射 满足 这 个 初始 条 件 。 
人 一 所, 式 @ 可 改 为 
pn; 一 $e;r — 0 名 


依 式 @， 
并 = 有) 六 = J © 

这 里 类 、p5 分 别 表示 矢量 $8、p; 的 长 度 , 亡 、 户 分 别 取决 于 &、7。 

结论 一 在 M 具 有 正定 度 规 条 件 下 , 设 M, 为 任意 完备 黎 
曼 流 形 , 对 任何 初 值 :二 0、$ 二 $o (Xx)、$ 二 和 (7X)($oEC hE 
CD) ,从 RD 到 M, 的 调和 映射 整体 存在 。 

结论 一 的 物理 意义 在 于 :在 Ru" 上 的 非 线性 o- 模型 , 若 在 某 
个 时 刻 无 奇 性 , 则 永 无 奇 性 。 

无 论 M, 的 度 规 是 否 正定 ,从 R 到 M, 有 下 列 平凡 的 调和 
映射 : 

(]) 常 映射 ,而 $8(1,zx) 为 M, 上 的 定点 P; 

(2) 测 地 线 映 射 8(1,7) 二 $8 (Xx 十 at) (a 为 常数 ),$ 一 $(o) 为 
M, 的 测 地 线 参数 ; 

(3) 光 速 行 波 解 $(1,z) 一 $(x 土 !) 、$ 二 $8(o) 为 M, 上 的 任意 
C ”曲线 。 


= MB 


结论 二 ”当初 始 条 件 和 常 映射 充分 接近 时 ,存在 从 R 到 M， 
的 整体 调和 映射 。 
取 为 欧 几 里 得 空间 局 二 {1 二 (4 ,3)) 的 单位 球面 ,而 有 


=L 二 + 二 B= 二 1 @ 
取 H? 为 闵可夫 斯 基 空间 R 二 (1 二 (4 ,4,4s)) 中 的 曲面 为 
二 必 十 如 一 各 三 一】 《8& 学 00 


它 是 双 曲 平面 的 一 种 表述 。 
取 Sa -R2 中 的 曲面 为 
太 王 并 十 可 一 大 三 ] @ 
它 具 有 不 定 的 度 规 ,但 曲率 为 十 1。 
经 过 推导 ,可 将 Ra 到 这 些 流 形 的 调和 映射 的 柯 西 问题 转化 
为 下 述 非 线性 波动 方程 的 柯 西 问题 ， 


驾 流 形 非 线性 波动 方程 
S? ga 和 oa : 
t 2 Sta O 
2 Bw Fr 
到 Be dr 
Pa Pe 
| a 9 一 下 aa 
Sl ， _， ( 
ga oa 2 chp 
(9 Bh 


及 解 一 个 完全 可 积 的 系统 ,从 而 推出 很 多 显 式 解 。 
结论 三 ”对 于 从 R 到 S" 的 调和 映射 , 若 初 始 条 件 满足 Ll; 
这 0, 宇 0, 则 存在 柯 西 问题 的 整体 解 。 
[ 例 8.2] 讨论 R- 规范 与 调和 映射 。 
调和 映射 为 作用 量 
be EE ga” 2 2 Gg) 中 


取 极 值 时 ,由 底 空间 ( 度 规 为 g* ) 向 $ 空间 的 映 象 ,而 符合 式 
| 9 EF 9F Au Te 9 各 9 a Se 
am (Vs 3 Tit) (@ 
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今 考虑 特例 ， 
9 一 98 (ol(X)) 


® 


表明 六 仅仅 通过 标量 函数 ox) 依赖 于 x 的 特殊 情况 ,于 是 式 @ 变 为 


1 9 (Vga” 3) 


Vg ox 9 do 
dd dg dg” | ac 9 
Fw | + Tas($) = 人 上 3 


若 有 一 组 特 解 使 o、g$ 分 别 满足 


Vg QT [2 a 
禾 +ra(g) 蝇 量 一 0 
则 当 {x*} 底 空间 为 平 直 且 o 和 1 无 关 时 ,得 
Y= 
当 在 底 空 间 取 
d= do 十 dz? +p: dg 
在 $ 空间 取 


dL? = /7 (df + dy) 


一 0 


@ 


时 ,它们 可 导致 Ernst 方程 ; 若 令 册 三 广 色 二 办 则 式 @@O 、 式 名 变 为 


Vi:o=0 


式 四 . 式 四 联 立 推出 
产 十 (十 0 :=a 


0 


四 


式 中 a5 为 常数 。 由 于 yy 平移 常量 为 平凡 的 ,因此 可 选 5 二 0, 即 


bE 十 多 二 a 
注意 到 在 无 穷 远 平坦 条 件 /一 1、y>0, 有 
f+ =1 


这 恰 为 R- 规范 所 限制 的 条 件 。 


9 随 机 场 
9.1 量子 统计 中 的 微 扰 方法 


9.1.1 二 次 量子 化 


取 量 子 态 为 7 的 单 粒 子 ,将 占有 7 态 的 粒子 数 n, 作为 算 子 ; 
对 一 个 自由 粒子 ,r 表示 波 和 撩 k 和 自 旋 态 o, 此 时 哈密 顿 算 子 可 
表 为 


2 72 
EF = > em 区 = 天 (9.1) 


粒子 总 数 N 也 为 算 子 ， 
N= Dn, (9. 2) 
对 玻 色 统计 而 言 ,n, 的 本 征 值 为 0、1、2,…; 对 费 米 统计 而 言 , 
为 0、1。 
9.1.1.1 粒子 数 表 象 
在 玻 色 统计 中 把 本 征 值 ”的 粒子 数 算 子 ” 记 作 右 矢 |n) ,这 
种 表象 称 之 为 粒子 数 表象 。 其 中 一 个 状态 由 粒子 的 数量 表征 。 
现 引 入 算 子 a* .a( 省 略 下 标 7) 符 合 
| a|n)=vVn|n—1) 
at|n)= Vn+l1|n+t+l1) 
据 此 ,a、a’ 分 别 就 是 吸收 算 子 、 放 出 算 子 或 称 漂 灭 算 子 、 产 生 算 
子 。 当 讨论 无 限 多 a、a’ 乘积 时 ,每 个 算 子 只 对 右 矢 作用 而 不 作 
用 于 它 的 因子 。 对 于 
arala)y 三 arwVma | 7 一 1) 一 7 | 7 (9. 4) 
aa+|m) 一 av 十 1|172 十 1 一 (2 十 1) | 2) (9.5) 
显 见 oa 为 一 个 粒子 数 算 子 , 即 
:4 天 。 


《9.3) 


WM 一 oO (9. 6) 
车 ava! 写成 矩阵 并 应 用 式 (9.3), 则 a1 为 a 的 埃 尔 米 特 共 思 算 
子 。 因 为 式 (9. 6) 中 的 算 子 为 埃 尔 米 特 算 子 ,所 以 从 式 (9.4)、 式 
(9.5) 可 推出 auf 一 ata 一 1。 进一步 ,有 


da drar= 6s 
| 0 (9.7) 
atat+ 一 ata+ 一 0 
这 是 与 玻 色 统 计 相 关 的 对 易 关 系 。 


命 式 (9. 6) 对 费 米 统计 也 成 立 , 于 是 
aayr + aia,= 6, 
| Qs a= 0 (9. 8) 
atat 十 aa 一 
因为 从 一 个 真空 粒子 态 不 可 能 再 减少 粒子 数 ,所 以 
a|0)=0 (9. 9) 
费 米子 遵守 泡 利 不 相 容 原理 ,无 法 使 单 粒 子 态 增加 第 二 个 粒 
子 , 得 
三 全 《9. 10) 
在 玻 色 和 费 米 统计 中 nn, 均 依 式 (9. 6) 给 出 , 故 代表 动能 的 哈 
密 顿 算 子 为 


Hs = Deata, (9.11) 
9.1.1.2 相互 作用 的 哈密 顿 量 
考虑 场 算 子 y (x)， 
Cy 二 而 rep ~ x)6Cs,0) (9. 12) 


式 中 ;为 自 旋 坐标 。 同 理 ， 
r(x) = 而 rexpC 认 “x)6(s,o) (9.13) 


在 费 米 统计 中 利用 式 (9. 8)， 
RR) TR yx) 
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一 p> exp[ik »。 (x—x’)]6(s ,0)6(s,0) 
ka 


=6(x— x )d(s,0) (9. 14) 
依 此 ,给 出 
pW) x (x) =6(x— x )6(s,s) 
内 (xz FY x yx) =0 (9. 15) 


WORX ) Wx (x) 一 0 
式 (9. 15) 中 负 号 对 应 玻 色 统计 、 正 号 对 应 费 米 统计 。 关 于 积分 
| Wp) (9. 16) 
式 (9. 12) 式 (9.13) 代 入 式 (9. 16)， 
VE erp rds arexp(z ys 0) = Datas 


(9. 17) 
取 
p(X) = yi (x (x) (9. 18) 
依 式 (9. 17) 、 式 (8.16) 知 ,o,(x) 对 体积 V 的 积分 得 到 在 体积 中 自 
旋 为 s 的 粒子 总 数 , 于 是 p.(x) 为 在 点 x 处 自 旋 为 ; 的 粒子 密度 。 
若 当 相互 作用 为 二 体力 并 与 自 旋 无 关 时 记 其 势 为 v(x 一 x')， 
则 总 相互 作用 互 为 


洲 全 || Dr xp pe Ce oa (9. 19) 


式 (9,18) 代 入 式 (9. 19)， ,再 应 用 式 (9. 15), 在 玻 色 、 费 米 统计 中 
推出 ， 


H -2 Dg ve — x atx — x Os Cx Vy 


:De CW x Nx x x yx) dydy (9.20) 
以 上 方程 的 第 一 一 项 为 常数 ,可 表 为 


$v0)| Dt gd = vON (9. 21) 
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并 有 
让 “一 a (TW x Nx—x yx px) drdr 


C9: 22) 
作为 相互 作用 的 哈密 顿 算 子 。 这 里 x 表示 x 和 ,dr 表示 对 空间 
积分 及 对 自 旋 求 和 。 

同 理 , 式 (9. 11) 中 的 互 。 可 写作 


丽 =| 人 coD(- 志 jwcz)dr (9. 23) 


因为 若 VCz) 为 通常 的 波 函 数 , 式 (9. 23) 将 给 出 一 个 粒子 的 动能 5 
均值 ;但 在 这 个 方法 中 wz) 为 场 算 子 , 而 且 具 有 量子 化 波 函 数 的 
形式 ,所 以 称 该 方法 为 二 次 量子 化 。 
式 (9.12)\ 式 (9.13) 代 入 式 (9. 22), 就 可 以 a+ .a 表示 五"。 
事实 上 ， 
下 一 这 已 (要 |y| kak abads anans (9.24) 


(al ) 


式 中 (ol ) 表 示 对 ki kz ks ka ,0.0 求 和 ;而 


(kiks | vy | ksks) = 二 ||expC 一 i » xiks :x yx x ). 


V 
exp(ik3。 区 十 放 1 。 xX) dydv (9. 25) 
定义 质量 中 心 坐标 Xl 和 相对 坐标 X2， 
n= Xs = XO— x 
(9. 26) 
X=x i 二 
1 2 2 1 2 2 


式 (9.15) 右 端 变 为 


eh )| ce)exp| Fx Cs — hk + ks —k ) ]d 


, (9. 27) 
导 和 人 傅 里 叶 变 换 ， 
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v(xX) = 记忆 r(g)exp(igz) 
” (9. 28) 


Cg) = | coDexpC- iqgx dy 
有 
(KK | vy | ksks) = Oki kz ,ks ka)v Ck — ks) 
(9. 29) 
其 中 6 表示 所 十 ks 二 ks 十 k, 即 动量 守恒 。 式 (9.29) 代 入 式 
(9. 22) 又 作 变 换 ， 
后 一 js 一 9 ki = ks 二 Tq ja =k—q 
得 到 


H’ 元 忆 Cg)aQdckelos 和 U(k—qg)o QAxy OR (9. 30) 


(az ) 


这 里 (o ) 为 对 g、A Acsa 求 和 。 式 (ktq)a (kg)a 
(9. 30) 表 明 ;ko 的 粒子 吸收 ,CK 十 > 
gq)o、(k 一 q)o 的 粒子 放出 。 其 过 程 如 

图 9. 1 所 示 ,k 粒子 发 射 q、g 又 被 k 吸 

收 ,这 时 粒子 自 旋 o.o 不 变 。 20 


ko Kg 


9.1.2 微 扰 展开 


给 定 哈密 顿 量 互 ,总 粒子 数 算 子 N, 巨 正则 系 综 的 配 分 函数 
Zc 依 下 式 


Zc = trexpL— BC(H uN)] (9. 31) 
热力 学 势 4 为 
Zc = exp[— BQCV,T,n)] (9. 32) 
炉 S、 压 强 P\ 平 均 粒 子 数 N 由 下 式 给 出 ， 
do =— SdT — PdV — Ndy (9. 33) 
对 T->0K, 能 量 为 
E=Q+t.N (9. 34) 


当 存 在 二 体 相互 作用 时 互 可 表 为 
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H= H+H’ (9. 35) 


动能 Ho 为 
i 
相互 作用 的 HH 
局 三 pr (rs | vy | rs )atataa, (9. 37) 


这 里 (7) 表 示 对 rr 、s、s 求 和 。 为 方便 , 以、 


s… 替 代 色 kz、…, 式 9.37 的 (rsjv|rs 如 > 性 《 
图 9. 2 所 示 。 2 


今 取 HH。 作 无 微 扰 项 .二 作 微 扰 ,O 可 由 


展开 式 取得 。 为 此 定义 
F(B) = exp[— BCHo 一 AN 十 五 )] (9. 38) 
置 算 子 
% = Ho—pN (9. 39) 
基于 式 (9. 36) ,有 
纺 二 了,eata, (9. 40) 
其 中 se 为 单 粒 子 能 量 ,并 从 y 开始 量度 ， 
本 一 祭 一 必 (9. 41) 
定义 UTCp) ， 
F(B) = exp( 一 BMD)UC8) (9. 42) 


pb 麻 必 为 玻 耳 效 曼 常数 。 于 是 Zo 变 为 
Za = tr[exp(— BAIUB)] = exp( 一 80)(U(8) 


(9. 43) 
《A)o 为 对 自由 粒子 巨 正则 系 综 的 平均 值 ， 
_ tr[Aexp(— B%)] 
WG = (9. 44) 
人 20 为 自由 粒子 的 热力 学 势 ， 
Co = 干 exp(— Be,)] (9. 45) 
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依 式 (9. 43) . 式 (9. 32)， 


exp[—B(Q— 00)] = (UB))o (9. 46) 
分 析 式 (9. 42) 又 考虑 式 (9. 38)， 
aU 
6- H’' (PUR) (9. 47) 


若 式 (9. 47) 中 的 为 为 总 哈密 顿 算 子 ,在 海 森 伯 表象 中 它 就 是 相 
互 作用 的 哈密 顿 量 。 式 (9. 47) 称 为 相互 作用 表象 中 相互 作用 的 
哈密 顿 量 。 由 于 依 式 (9.42)、 式 (9.38) 有 U(0) 二 1, 因 此 式 
(9. 47) 积 分 后 ， 


UB =1—| HG)UG) du (9. 48) 
式 (9.48) 代 入 式 (9. 47)， 
U(B) = 1— fH Gd 1 HG dU) du | 
进一步 ， 


于 8 u i 于 
UB =1+ DD" da) du TH Gd 
“三 0 0 5 了 


(9. 49 ) 

今 采用 Dyson 符号 了 处 理 上 式 , 它 对 算 子 作 重新 排列 ,而 最 
左边 的 一 个 具有 最 大 时 间 , 接 着 是 下 一 个 最 大 时 间 ,…, 直到 最 小 
的 时 间 位 于 最 右边 ;对 wi 、ws， 
PII tw YH CW] 和 (ui HH (uz) (ui > wuz) 


H’ (ww)H’ Cu) (ui ww) 


(9. 50) 
据 此 知 
B fp 1 8 WE 
| | PEH Gu) H Cu) Jdu du = 2| du|” HG) H’ Gu ) du 
0J 0 
(9. 51) 
一 般 的 n 重 积分 可 作 
] a / n 
,PL HC) J (9. 52) 
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式 中 dx 三 du dx dx。 当 由 二 已 二 … 二 妈 时 容易 证 明 上 
式 。 但 


Ug = 1 ‘2 | PL HG ) ]dw (9.53) 
7 一 1 
由 式 (9. 53) 、 式 (9. 46)， 


expL BN = 1+ DG DI yj) | | rs9) 。 


B 
| eu Plas Gudat Guas Guar (Wl (9. 54) 
0 a 
式 中 》) 表示 对 .sj .rs/ 求 和 。 
= 
9.1.3 ”Bloch 定理 


对 于 费 米 统计 , 命 A 表示 a 或 a, 讨 论 2n 个 算 子 Al、As、…、 
Az ,其 遵守 
ALAi 十 AA, = (1) (9. 55) 
这 里 (2) 不 是 算 子 而 是 一 个 普通 的 数 。 若 考虑 式 (9.8), 则 式 
(9.55) 对 or .a 均 成 立 。 利 用 式 (9.55) ,将 A, 从 一 处 移 到 另 一 
处 ,一 直 移 到 最 右 端 ,有 
(AAA 一 (12)(A An 一 (AAA Am) 
一 (12)(A3…Aa)o 一 (13)(A AAAn 0 十 (AAA An) 
=(12)(A3…Az,)0 一 (13)(A ApAn 十 … 


十 (1,27)(AA As) 一 (A:A…AsnAi)o (9. 56) 
注意 到 
a,exp(—B%)= exp(— BN)a,exp(— Be,) (9. 57) 
at exp(— BH)= exp(— BH )atexplBe,) (9. 58) 
事实 上 , 今 在 相互 作用 表象 中 研究 a, (8)， 
a,(B) = exp(B% )a,exp(— BN ) (9. 59) 


3 .(B) = exp (BK) Ma, — aN )exp(— BN) 
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由 式 (9. 8)、 式 (9. 40)， 
Ma — a.€ = Des ataa, —aata,) 
= Des(ataa; 二 aiad,— ad,) =—&é, 
于 是 依 式 (9. 59) 、 式 (9. 58)， 


Wh =—— ea, (8) (9. 60) 
又 a.(0) 二 a, ,对 式 (9. 60) 积 分 ， 
ar(B) = a,exp(— Be,) (9. 61) 
同 理 ， 
ar (B) 一 ar exp(Be,) 09.62 


关于 式 (9. 56) 的 最 后 一 项 ,应 用 式 (9. 44)， 


i _ tr[As**…As,Aiexp(— B%)] 
Cao 人 (9. 63) 


根据 式 (9. 57) 、 式 (9. 58) , 式 (9. 63) 的 分 子 可 写 为 
trL A2*……A,,exp(— BH)A! jexp( 于 Bei) (9. 64) 
式 中 Al 二 ai 为 负 号 ;Al 二 ai 为 正 号 。 因 为 一 般 情形 下 tr(AB) 
二 tr(BA), 式 (9. 64) 等 价 于 
tr[ A1A,:…Az,exp(— B%) Jexp( Bel) (9. 65) 
所 以 依 式 (9. 63) ,得 
(AAA = (A1A2…Az,)oexp( 干 Bei) (9. 66) 
由 于 应 用 上 述 关 系 ,因此 式 (9. 5) 可 表 为 
[1 二 exp(FBe1) (AiAz2…Az2)o0 = (12) As"*Az,)o 
— (13) CAsAs™' Aso 二 (1 272)(As A As, i) 


(9. 67) 
这 里 
Gd2) 
. 1 十 exp( 干 Bel) (A1As)o (9. 68) 
计算 知 当 A,=al 时 (arai 6 为 粒子 数 的 平均 ， 
ee 
《ai Qi)0 1 TexpBe) (9. 69) 
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同样 , 当 Al 二 a 时 并 注意 


让 et 
(ai Ul >0 


1 exp(— pel) 


表明 式 (9. 68) 在 一 般 情况 成 立 ; 而 式 (9. 67) 变 为 
(AiAs**Az)o =(AiAs)o (As Az)o — (AiAs)o AAs As,)o 
十 … 十 《AiAzs)o 《AzAs"…Az1)0 (9.71) 
称 (AiAs) 为 收缩 。 反 复 使 用 式 (9. 71) ,最 后 
(AAAa)o 一 > (一 DxP(A A yo。 
4 六 


(9.70) 


AA Wo rk A A >0 (9. 72) 
其 中 2 表示 在 下 列 条 件 下 求 和 


a A a RT a (9. 73) 
A (9. 74) 
6(P) 表 示 把 1、2、…、2/ 变 为 有 2、…、lz 的 置换 次 数 。 对 Ai 、A;、 
Ws sss 
(AiAsAsAi)o =(AiAz)o AsAs)o 
— (AiAs)o AAs) (AiAr)o (AsAs)o 
(9.75) 
对 玻 色 统 计 , 式 (9.72) 中 的 负 号 变 正 号 ,证 明 类 似 。 称 式 
(9.72) 为 Bloch 定理 。 


9.1.4 热力 学 势 计算 
记 g,[Luyu ] 为 自由 粒子 的 格林 函数 ， 
gi[usu’ | =— (Ta,(wat (u ))o (9.76) 
式 中 了 为 维 克 符 号 ,使 算 子 a 或 a' 按 时 间 顺 序 排列 ; 当 和 置换 次 数 
是 奇数 时 为 负 号 , 当 置 换 次 数 是 偶数 时 为 正 号 。 依 式 (9. 76)， 
— (a(wWat(uw)), (之 W) 
grLx,u |] 一 | 


(9.77) 
at (wu)a,(u) Yo (We) 
式 (9.61). 式 (9.62) 代 入 式 (9.77) ,并 利用 
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(9.78) 


(a a Yo 


0 
TE 


(ma 局 (9.79) 


和 = 
这 里 广 为 电子 分 布 函数 ,f; 为 空 穴 分 布 函数 。 对 于 uw 之 ， 
gr[usu | =— (aat yoexp[ (u’ — wu)e,| 
一 一 exp[LCx =—z)e, | (9. 80) 


对 于 wu 二 u ， 、 
gr[az] =(ata,)oexp[ (uo—u )e,] 
= /frexp[L (u— wu )e,] (9. 81) 
表明 g [xz ] 仅 为 u 一 w 的 函数 ,以 u 表示。 因为 原 ww 在 0.8 
之 间 ,新 变量 v 为 


—B<u<p (9. 82) 
得 到 
— /rexp(—iey (Cw S00 
sd] =1 i te (9. 83) 
fr exp(— ue,) kz 过 的 
据 此 ， 


gr[Lx 十 月 = g.Lu] (9. 84) 
实际 上 , 设 一 8 过 xu 二 0。 对 0 二 wu 十 8<B 的 情形 ,由 式 (9. 83) 知 
grluB] =— fiexpL— (upB)e,] 
exp(— pe;,) 
1 exp(— Be,) 
=— frexp(— ue,) =— g,[u] 


exp(— we;) 


从 式 (9. 84)， 

grlut 28] =— gLu 十 Bj] = gLuj (9. 85) 
显 见 g,Luj 是 以 28 为 周期 的 周期 性 孔 数 。 在 一 8<u<B 范 围 内 ， 
grLuj 的 仁 里 叶 级 数 为 


grLuj = D8)exp(— on) (9. 86) 
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其 中 wi = (n 为 整数 ) (9. 87) 
傅 里 叶 系 数 


B 
gao) = | gLulexp om) du (9. 88) 
积分 之 ， 
语 ,(n》 二 [1 exp(— iw | grLu jexp(iwau) du 
| (9. 89) 
对 偶数 nn,g, (iw,) 二 0。 对 奇数 n= 二 2L 十 1, 命 
wp = ls (1 为 整数 ) (9. 90) 
式 (9. 83) 代 入 式 (9. 88)， 
B 
gCiw) =— fi| exp(— we, + i ) du 
= Bl 1 (9. 91) 
LT Zu Er 
式 (9.91) 代 和信 式 (9. 86)， 
ey 1 -> exp(— iwiu) (9. 92) 


B lw1 一 Er 


因为 式 (9. 92) 中 的 x 对 应 应 于 原 一 u ,所 以 
gr[usu | = 1 32 Pe w)] (9. 93) 
将 式 (9.93) 代 入 


二) 站 AU 
QC = > et D" [Gs; lv | rss) 


(7) 


=| I gba Jdru (9. 94) 


(7) 


式 中 》) 表示 对 所 有 相连 接 的 费 曼 图 的 x 、s; x/ 、s/ 求 和 ,|[] 表示 


(n) (r) 


费 曼 图 所 有 的 电子 线 的 乘积 。 得 到 
[Tau J (9. 95) 


0 (r) 
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注意 到 一 个 变量 积分 ,于 是 有 一 个 对 应 于 图 9. 3 的 积分 ， 


有 
| exp[ien 十 oo 一 (以 一 oo )x dx (9. 96) 


依 式 (9. 90)， 
| exp[iCa + 6 2 1 Be du = PBC +t lash +) 
上 式 表明 


wh 十 oo = wi Tw (9. 97) 
若 假定 每 条 电子 线 有 能 量 w, 则 由 式 多 o 
(9. 97) 可 推 得 在 图 9. 3 中 流入 的 能 量 等 于 流 > ss < 
出 的 能 量 , 即 式 (9. 97) 为 能 量 守恒 。 i ww 
今 在 第 n 阶 项 中 得 到 n 条 虚线 ,这 与 图 
9. 3 中 的 每 条 虚线 相似 ,于 是 对 ww、…、w 积 
分 将 产生 因子 多 。 但 是 每 个 g,[Lu,w ] 存 在 因子 5 ,并 因 第 nn 阶 
项 有 2n 条 电子 线 ,这 样 出 现 因子 5 ” ;结果 因子 为 8”, 故 热力 学 
势 2 可 写成 


图 9.3 


Q = + (9. 98) 
Q' 源 于 相互 作用 ,其 计算 依据 : 
(1) 作 出 阶 的 每 个 可 能 的 连接 图 ; 
(2) 每 个 图 有 式 
: ee - 下 (rs |y | rss) 
与 之 相 联 系 ,n, 为 封闭 的 电子 线 数量 ，; 
(3) 对 电子 线 ~ 有 


i 
Ww Er 


与 之 相 联 系 ,而 对 一 条 连接 等 同 点 的 电子 线 , 得 


exp(liw,0) 


1 Es 
(4) 注 意 到 | 量 守 人 恒 , 因 WwW ow, ww, tw, ,由 h 十 Ls 二 十 H 
(5) 对 一 切 ~ 求 和 ; 
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上 述 为 计算 2 的 一 般 法 则 。 
对 于 图 9. 4 所 示 的 费 曼 图 ,由 于 nn 二 1、n, 一 1, 因 此 对 0Q2' 的 贡 
献 为 


exp(iw10)exp(iw20) 
-i BL 


这 里 >》) 为 对 ni、rs 求 和 ;此 处 为 使 记号 简 n 


、 ; 这 
该 图 中 能 量 守恒 自然 满足 。 2 
对 于 图 9.5 所 示 的 费 曼 图 ,由 于 ”一 2、 图 9. 4 


见 二 2, 因 此 对 2 的 贡献 为 
72 二 BY | (rirz | vy| rars) | 
6(CL 十 如 0 十 人 4) 
(1 —e€1)(iw2 — €2) (lw3 — €3) (lw4 一 84) 
上 式 应 用 了 关系 


(rirs | vy rm) ”一 (rr |v | rr) 


》) 为 对 mm mr 求 和 , 且 使 用 了 式 (9.98) 的 简化 


记号 as 

进一步 简化 式 (9. 99)。 先 分 析 对 7 求 和 中 自 旋 的 贡献 。 因 
为 图 9. 5 左边 ,右边 电子 线 的 自 旋 可 为 正 、 可 为 负 , 所 以 当 求 和 时 
就 出 现 因 子 2"。 同 理 , 根 据 式 (9. 29) 知 

(kiks | v | ksks) = Ckit kz, ks ka vk — ks) 
(9. 100) 

注意 到 能 量 守 恒 式 (9. 99) 动量 守恒 式 (9. 100) , 按 图 9.6 表 

示 变 量 , 式 (9. 99) 给 出 ， 


(9. 99) 
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BS 2 : 
TPR 
2 


(0a — ep) Ciwati — Eptg) (9. 101) 
》) 为 对 mn、p, 有 求 和 。 定 义 
(m) 
| 
1.(q) 帮 旺 (wm =— ep)( hon pd) (9. 102) 
>》) 为 对 k,m 求 和 。 ee 101) 为 
(k) 
— (I (gq) (9. 103) 
式 中 开 (q) 称 为 极 化 部 分 。 


9.2 玻 耳 兹 曼 方程 
9.2.1 玻 耳 兹 曼 方程 性 质 
多 粒子 系统 中 单 体 分 布 函数 为 f(r,v ,1z) ,满足 
|ar| rr ,d= (9. 104) 
式 中 rw 为 粒子 位 置 、 速 度 。 由 于 粒子 自由 运动 引发 f 的 变化 ， 
pe f(r 十 vatro 二 二 4st 十 81) 


=flrv td) + (Lf + )a 
a 


or m 9v 
F 为 外 力 、2 为 对 r 的 梯度 ?为 对 o 的 梯度 ;粒子 之 间 的 散射 导 
致 了 的 变化 ， 
(= 
因此 臻 耳 效 曼 方程 为 


Ff +1,f = eA (9. 105) 
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(1) 若 散射 是 由 无 规 分 布 的 散射 中 心 引 起 , 则 粒子 从 zw 散射 到 
v 的 几率 为 | 
Wlv,v’) = wv,v HE—E) 
wv ,YU ) ocn, 


n, 为 散射 中 心 密度 ,上 且 wv ,ao ) 二 wv ,v ), 于 是 
ef) = [Wow We 


(9. 106) 


式 (9. 106) 对 费 米 系统 也 成 立 。 因 为 (1 一 有 一 f(1 一 了 7)= 二 了 
三 所 以 式 (9. 106) 式 (9. 105) 不 可 逆 性 的 出 现 , 如 图 9.7 所 示 。 


图 9.7 
v 一 v 的 散射 截面 为 c, 这 样 在 时 间 di 内 v 一 v 的 粒子 数 正比 于 
flv)vodt = Ndt 


o 


在 相同 截面 和 时 间 反 演 过 程 一 一 > 一 v 的 粒子 数 ， 
= 了 wv 

了 (wv 应 为 考虑 粒子 从 v 散射 到 o 后 的 分 布 。N 的 时 间 反 演 过 程 
为 N', 显 见 N' 关 N' 二 f(w')v'o。 故 玻 耳 兹 曼 方程 因 无 考虑 散射 
前 .后 状态 的 关联 ,破坏 了 时 间 反 演 不 变 , 产 生 了 时 间 不 可 逆 性 。 

当 散射 为 各 向 同性 时 ,Wo ,v=W(lv 1 )、 了 = | rao'o 
为 o 的 角度 坐标 、 为 等 能 面 上 最 无 序 的 分 布 。 玻 耳 效 曼 方程 的 
散射 部 分 为 
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cCP 一方 (f 一 记 
弛 豫 时 间 r 为 
= |wo ,VU )dm 
当 散 射 为 各 向 异 向 时 ,W(o ,mo ) 王 三 (lo |,cos9),0 为 v 、 了 7 
的 夹 角 。 使 用 球 谐 函 数 ， 
Wo (wv) 


W(v,cos0) = >， mi Pleost) 
l 


jp) = Dfin| vl ,r,t) Yn 0,9) 
l,m 
定义 


We (E+) — lf 


3 = Wo CO— W, 


Tl 
对 于 电导 问题 ,计算 vw 二 vcosb 的 平均 值 ,只 涉及 
T= Ww ) 0 cos) dv 


谍 


(2) 二 体 散 身 
只 次 =|dv| [ol tn 
do = 2xcos0d0 
上 -ee 
q =v—v 


同 理 , 该 表达 法 已 破坏 了 时 间 反 演 不 变 。 如 果 在 v 、v "一 v1、v 1 散 
射 前 ,粒子 分 布 为 ff 、f11, 那 么 散射 后 不 应 再 为 ff、f1f1。 
c( 放 中 的 两 项 并 非 反 演 过 程 ,无 关联 ,这 就 是 “分 子 混沌 ”假设 。 
当 相 互 作用 为 短程 排斥 力 时 可 用 散射 矩阵 | (v ,wv |Tlv,v)|? 
替代 二 体 相 互 作用 的 矩阵 元 | (om |Vlv1,v1) |?。 

玻 耳 效 曼 方程 成 立 的 条 件 为 : 

(1) 设 完成 一 次 散射 所 用 时 间 为 = ,两 次 散射 间隔 为 r, 玻 耳 
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效 曼 方程 要 求 
tT (9. 107) 
即 粒子 主要 是 独立 飞行 ,散射 瞬时 完成 ，; 
(2) 注 意 到 粒子 运动 的 量子 效应 ,要 求 


过关 玉 (9. 108) 


ks 为 玻 耳 兹 曼 常 数 , 即 粒子 的 能 级 宽度 远 小 于 能 量 分 布 宽度 。 对 
于 费 米 统计 ,条 件 可 变 为 


六 EF 
Er: 为 费 米 能 量 。 
满足 玻 耳 兹 曼 方程 的 平衡 分 布 由 c(f) 二 0 确定 ,通常 取 细 致 
平衡 条 件 f 了 二 了 1f1。 在 散射 中 的 守恒 量 是 粒子 数 ,质心 速度 v 


十 v' ,能量 


而 
ln 太一 一 (atu 。 oo 十 BPY 


外 
就 是 速度 涨 落 宽度 ,u 为 平均 速度 。 轩 
在 =|/Infdv 


3d do Jala HF 一 AD， 
[lnC(ff )—1In(fifi) do 
当 且 仅 当 太 亡 三 广 广 时 平衡 态 成 立 ; 表 明 玻 耳 效 曼 方程 描述 了 趋 
向 平衡 的 过 程 , 称 之 为 里 定理 。 
若 XCr,o ) 为 散射 的 守恒 量 , 则 当 v 、v'>v1、v1 时 X 十 X 一 
Xi 十 XI, 有 
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|xcora )c(f) dv = Tlav av’| doo |g | 
《万 产 三 fF 让 下 Y= 


于 十 
| re)( 寺 +。 冯 二 二 和)fdto=0 
得 
人 CnX) 二 六 nvX) 一 n(v 晤 ) 
fr 和 “FX )=0 (9. 109) 


在 稀薄 气体 中 碰撞 守恒 量 为 mmv . 序 mlv 一 wl", 且 w=(v)。 
代入 式 (9. 109) ,推出 流体 力学 方程 


9 
Se . 二 起 — . 
4(p ly Y ju AF Vv.P (9.110) 


(o 寺 Tu )8= 一 人 了.g 一 全 P:A 


-= 村 CE 2 
0 了 《| u |2》 


P=po((v— WwW (vo WwW) 


q 一 了 mo u) | 忌 一 下 |》 


采用 拢 方程 可 以 处 理 马尔 可 夫 过 程 ,但 低 阶 矩 的 运动 往往 与 高 阶 
。 452。 


和 矩 相 联系 ,因此 为 无 穷 链 方程 。 
牛顿 黏 滞 关 系 为 
P, 一 PS +P'; 


P=— 2 (As 一 二 mp Vu) vs Vu 
而 传 里 叶 导热 定律 为 
qi = 一 3 ( 为 导热 系数 ) 


这 就 是 纳 维尔 - 斯 托 克 斯 方程 。 
当 f 偏离 平衡 分 布 fo 很 小 时 , 取 到 偏差 fo06f 二 ff 一 fo 的 
一 级 ， 


9 
( 寺 + Lo)8f = ca (9. 111) 


cn = 一 | 由 | | g | 7Tamao 
[8f] =8f+6f — 6f1— 6fi 
命 守 恒 量 为 X,(a 二 0,1,2,3,4), 所 以 局 部 平衡 一 般 可 写成 
万 一 exp( 一 >)g。X。) 
注意 X。 为 c, 算 子 的 零 本 征 矢 。 如 果 记 两 个 函数 的 内 积 
(fs8) = |fgfodv 


那么 c 为 对 称 算 子 
i (9. 112) 
线性 玻 耳 效 曼 方程 具有 不 可 逆 性 ,由 
2 3 + 卫 ， [ 却 v (8 六 |]+arCam 一 0 
得 到 
4 lao| 让 C8) fodr =— ||3/fe, G81/ fodrav >0 
当 且 仅 当 8 为 c, 的 零 本 征 矢 时 等 号 成 立 。 因 为 只 有 五 个 散射 不 
变量 X. ,所 以 等 号 成 立 的 条 件 为 
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8fo = >pooX。 


推出 
foll+8fo) =exp(— 2 gsX,) (1+ 2)0X,) 
aexp |[— 2 (8 — pK | 
仍 为 局 部 平衡 状态 。 


利用 线性 玻 耳 效 曼 方程 分 析 输 运 过 程 。 增 加 外 场 5F; , 定 态 
解 ( 取 到 6F, 一 级 ) 为 
dF: 9fo 


m du: 


8f = (天 mh ) 


=foc 86) 


Dg oF 
57 = zi | 
mu, =n| vfo8fdo 
n 1 

| fov: i 
输 运 系数 为 

n 1 

o 二 | mi (C9. 113) 
9.2.2 流体 模 
因为 c 为 对 称 算 子 ,所 以 
CR ee AsXs 


6 为 实数 ,一 切 {X;}) 构 成 完备 组 。 由 于 
[fogei(g)ydv < 0 
因此 1* 委 0, 且 io 三 三 ji 三 13 一) 三 0 对 应 的 本 征 矢 就 是 散射 守 
。454 。 


Xs = 人 v3 Xi 一 站 (Re 一 3 引 
其 他 本 征 值 分 布 与 相互 作用 有 关 。 将 c, 改 为 
c(87f) 三 一 YXCoSF 一 天 (3 方 

Xg 是 速度 为 ”的 分 子 碰撞 频率 :7(z)> 4 
%0, 有 一 个 正 下 界 。K 一 般 为 完全 连续 
算 子 ,是 分 立 谱 ,以 零 为 凝聚 点 。 故 a 的 
谱 除 零 外 是 连续 的 ,对 普通 的 相互 作用 势 ， 二 
连续 谱 从 一 x 伸 向 负 无 穷 ,如 图 9. 8 所 示 。 

今 只 对 远程 的 麦克 斯 韦 势 (一 ”“)， 
ci 谱 全 分 立 并 可 给 出 

如一 下 一 中 (次 )( 宇 ) Pr Ceost) 


Co 


其 中 ;为 Laguere 函数 ,PY 为 勒 让 德 多 项 式 ,X, 一 A 为 21 十 1 重 
简 并 ,又 Mo — Ais 
对 于 分 立 谱 , 每 个 Xs 均 延 续 出 一 支 频谱 
Ya = explwat Ti * r)Xy (CD) 


展开 X。， 

Xa 一 2 ba(q) Xp 

B 
有 
(wag 十 1g . v ) Xoo > ci(Xsq) 
或 
(oay — hs)b3(q) ig. Dba(q) v= 0 
8 

忆 中 一 | XoXafodo 

当 hs 非 简 并 时 ， 


“ 


Wag =As 十 wy 十 ow 和 2 = 长 di 
ba(q) =6% + by (gq) 十 … 


应 用 微 扰 法 ， 
wa =—iqg* vss=0 
2 2 | ‘Ups | 
全 4 > Ag —As 
bY ) =—ig。 VU ps 
p “gq 29 元 一 击 


若 ) 三 as 为 二 重 简 并 , 则 依 简 并 微 扰 

wg 一 和 0 土 ia(| ms 2) 二 十 DCq2) 
出 现 声 波 型 激发 。 从 4 二 0 出 发 为 低频 谱 。 对 麦克 斯 韦 气 体 , 线 
性 玻 耳 效 曼 方程 谱 如 图 9.9 所 示 。 非 平衡 分 布 指数 衰减 主要 由 
Xo 二 Xz 二 A 确定 。 


41 ho A 复 平面 


图 9.9 


由 于 碰撞 存在 五 个 不 变量 ,是 五 重 简 并 ,根据 简 并 微 扰 , 频 率 
的 一 级 修正 可 以 仅 讨 论 Xo \X1 、X; \、X3 XX 所 张 空间 9 


(4c — 19v1) 9; = wi (gq)g; (Ff = 0,12,3;4) 


4 
Ji 一 > brX, 


l=0 


依 wo 二 vo 二 (ry UI4™ U1 er ,得 到 本 征 解 ， 
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CUO1 一 土 iog co0 一 总机 Xt 3X) 


2 
“= (全 m0 xX 
w4 一 0 1 一 EX 于 3X 
(9.114) 
二 级 修正 应 注意 ,天 0 的 中 间 态 贡献 ， 
(0) 2 
ws a | 《0 | | | (和 尖 0) 
导入 Q 投 影 ,把 Xe Xi 、X: 、Xs 、 Xi 所 张 空间 去 掉 ， 
ts 二 辐 | 天 7 二 | 克 盐 加 
于 是 
1 ) 
wi 和 二 q: (gh UI GG” 9 > 
代入 gh” 
5 |， 47 414. 1 kK 
wl 一 十 ieog | | 
wz —— gq? (9. 115) 
n 
一 一 :此 2 
ed ncsd 
式 中 wo 为 声波 .oz 为 剪 切 模 、.w 为 热 模 , 而 
Sk Cp 一 Sk 
7 一 一 于 im| wm 一 (9. 116) 
kesT e*0 QGcQ 一 s 
i vy 1 vy 5 
< 一 村 im| a 2 T) fd (9.117) 


如 果 从 流体 力学 的 纳 维尔 - 斯 托 克 斯 方程 出 发 ,那么 线性 化 后 计 
算 频 谱 , 也 包括 五 支 :声波 两 个 、 剪 切 模 两 个 、 热 模 一 个 。 比 较 式 
(9.117)\ 式 (9. 116) 知 7 为 切 变 黏 庇 系数 ,< 为 导热 系数 。 
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对 导热 , 命 f 二 fo 十 所， 


UvU* Rf = ci(fi) 


io 为 局 部 平衡 态 .BCr) 和 坐标 有 关 、 ce 一 六 mm 。 当 有 只 4 在 X; 方向 
不 均匀 时 , 依 非 齐 次 项 应 与 齐 次 方程 的 解 正 交 ,有 
us 2kaT)3R fo = tt 


解 出 
; 5 9 
有 有 生 下 多 (e 一 二 eaT)P 
热流 强度 为 
qd =n|uefido 


i / 上 入 a 
ame Lo (e ed jf EE 


因为 v (se 一 也 ksT) 与 > 正 交 , 所 以 中 的 二 可 改 为 jG 
5 重合 。 
9.2.3 泡 利 方程 


命 系统 密度 矩阵 为 p、 状 态 为 a, 引进 
Pla)Aa = 2 la |pla) (9. 118) 


a Eh 
0 状态 附近 的 小 区 域 。p.(a,) 满 足 
pe (a,1) = > WwW ‘0 (a 'D) — 2 Wenpe Cast) (9. 119) 
Aa 到 Aa .的 路 迁 几率 。 若 相互 作用 为 XV.a 为 时 的 本 


a = 2m’6(e, —er) [Ve | (9. 120) 


与 


推出 
于 earD = 2m02 Dles 一 ee) | Vi 1?[poD 一 wa] 
(9. 121) 
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这 就 是 泡 利 方程 。 
式 (9. 121) 的 成 立 条 件 是 :任意 时 刻 无 规 相 位 近似 。 从 刘 维 
尔 方程 出 发 ， 


9 3 

<C Ee 

a1 iLp 

部 己 太 入 全 (9. 122) 
L=L+L 


pC AL) 二 exp[ 一 访 Lo 十 L’)Artljo(0) 
之 / 
=exp(—iLoAD| 1 一 让 Codr 
| arf drL’ WL Cr) Joco) 
L’(r) =exp(iLor)L’ exp(— iLor) 
当 p(0) 只 有 对 角 部 分 p,0《0) 时 ,经 过 At 后 p(At) 也 只 有 对 角 部 分 
pm (AD ,在 比 At 小 很 多 的 微观 时 间 内 p 的 非 对 角 部 分 存在 。 因 为 


exp(iLotpm) 一 m ,而 相对 于 完成 一 次 散射 的 时 间 为 r ,At 可 取 co， 
所 以 


P(At) —p.(0) =— Ar| L’exp(— iLt)L’0o (0)dr 


令 
y= | Lexp(— iLe ) Ldr’ 
零 时 刻 可 任 取 ,于 是 
9 
Spt) = EA A 一 一 pc(D) (9.123) 
即 任意 时 刻 的 无 规 相 位 近似 与 刘 维 尔 方 程 矛盾 。 
泡 利 方程 描述 了 趋向 平衡 的 过 程 , 记 
S$ 一 一 如 2 )p.Cast) np. Cast) 
ds _ 


: 上 / 
全 ks 2 BD Woo' Lp (ast) —p.(a 5 四 


[lnp.(a,t) = Ino. (a’ ,1) ] > 0 
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当 且 仅 当 & 2 一 1 的 等 号 成 立 ,这 就 是 微 正则 系 综 。 


泡 利 方程 和 玻 耳 效 曼 方程 可 以 推广 到 各 种 元 激发 的 情形 ; 它 
们 都 是 马尔 可 夫 过 程 。 一 般 空间 均匀 情况 可 以 写成 


d 
dt 


这 里 > 为 广义 矢量 ,属于 希 尔 伯 特 空间 %,K 为 光 上 的 算 子 ,假定 
它 是 埃 尔 米 特 的 .正定 的 ， 
(yrRKy) 0 
根据 热力 学 ,Ky 二 0 的 解 应 唯一 对 应 局 部 平衡 态 fo。 
当 光 为 有 限 维 时 Kg 二 4g ,4 二 0 对 应 平衡 态 ,第 一 最 小 本 征 
值 为 A1。 将 初始 状态 y(t 二 0) 对 {gp} 展开 ， 
3 一 (py)mo = > (i,y(0))gpiexp(—A) (A 关 0) 


表示 对 平衡 态 的 偏离 。 

当 光 为 无 穷 维 时 一 0 仍 为 孤立 本 征 值 。 对 于 

Kgs, = Mapw 
式 中 4 为 卫 维 矢量 ; 当 q-~>0 时 X% 一 0。 对 于 小 q, 由 于 空间 反 演 不 
变 hw 一 Bq 十 …, 因 此 该 支 谱 (a ) 对 趋向 平衡 的 贡献 正比 于 
|exp—pq’DG( dg 一 GC(0) (充分 大 ) 

表明 对 一 个 热力 学 系统 ( 取 热 力学 极限 ) ,并 不 能 任意 应 用 弛 豫 时 
间 近 似 分 析 扰 动 衰减 。 

以 上 讨论 了 线性 马尔 可 夫 过 程 。 在 非 线性 马尔 可 夫 过 程 中 
可 以 出 现 各 种 时 间 行 为 ,对 于 


=— Ky (9. 124) 


人 =—— (9. 125) 
其 解 为 
y(b 一 [tty 0 (9. 126) 


1>oo 的 渐 近 行为 是 了。 将 此 非 线性 过 程 嵌 入 一 个 无 穷 维 线性 
马尔 可 夫 过 程 。 取 
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f2 
f= 
fs 
式 中 
i= f= ys f=y 
故 
中 和 = 
dt 入 
3 
0 了 0 0 0 
A= 0 0 > 0 0 (9. 127) 


即 可 列 无 穷 维 线性 马尔 可 夫 过 程式 (9.127) 至 少 有 一 个 解 式 
(9. 126) 。 
9.3 非 平衡 态 统计 方法 
9.3.1 密度 矩阵 

根据 量子 力学 理论 ,系统 量子 状态 全 体 构 成 希 尔 伯 特 空间 光 
力学 量 就 是 光 上 的 埃 尔 米 特 算 子 ,系统 的 运动 就 是 状态 矢量 在 光 
中 的 运动 。 于 是 不 同 的 表象 对 于 描述 一 个 系统 是 等 价 的 。 

在 一 个 统计 系统 中 , 它 可 能 以 p, 几率 处 于 | 和 ?状态 上 ,其 中 
{1 )} 为 相互 正 交 的 一 组 态 矢量 且 》)p。 = 1; 可 用 和 矩阵 


p= 2) | yp yh | (9. 128) 
描述 混合 系 综 , 任 何 力学 量 A 在 该 统计 状态 的 平均 值 应 为 
A= Poy |Al|y) = troA (9. 129) 


若 Ca 一 On % 则 得 到 量子 状态 
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0 =| Yo, yi, | 
而 >po。 = 1 可 表示 成 trp=1。 


当 用 光 上 的 密度 矩阵 描述 统计 系统 状态 时 ,密度 矩阵 满足 
条 件 : 
(1) 可 迹 , 即 tro<co ,表明 总 几率 有 限 ,可 归 一 化 为 tro 一 1; 
(2) 非 负 , 即 对 任意 yE% 均 有 (yloly) 宇 0; (ylply) 就 是 系统 
处 于 |y) 态 上 的 几率 , 故 非 负 性 表明 了 几率 为 正 的 要 求 ; 
(3) 埃 尔 米 特性 , 即 要 求 任意 一 个 埃 尔 米 特 算 子 一 力学 量 在 
状态 中 的 平均 值 为 实数 ; 
(trhAo) = tr A 一 to A= trAp'= trAp (9.130) 
对 所 有 埃 尔 米 特 算 子 A 成 立 。 如 果 
0 一 0 十 加? 
那么 式 (9. 130) 要 求 mA=0 对 一 切 埃 尔 米 特 算 子 A 成 立 。 光 中 
所 有 算 子 均 可 以 通过 两 个 埃 尔 米 特 算 子 组 成 ， 
了 一 Ai 十 友 ， 
和 te 下 全 
表明 ps 对 光 中 各 个 算 子 平均 都 为 零 ;FpsF 二 0, 即 有 ps 二 0。 利 
用 埃 尔 米 特 算 子 性 质 ,总 有 一 组 正 交 完 备 基 {gy,) ,在 其 中 对 角 本 
征 值 为 实 


准 。 三 


p= Zp | pp | 
A 


Dp 二 1 (g 守 0 


(4) 利 用 列 紧 算 子 的 性 质 , 只 有 分 立 谱 并 以 零 为 其 凝聚 点 , 因 
此 任意 密度 矩阵 p 均 可 写成 


6 一 >)ov | 2 人 | (2 为 整数 ) 
limp, 一 0,{1n)) 为 某 表象 基 的 一 部 分 (可 数 )。 
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所 有 可 能 的 密度 矩阵 构成 实 线性 空间 VV, 在 经 典 统计 中 V 就 
是 相 空 间 分 布 函数 构成 的 线性 空间 。 
在 量子 力学 中 态 矢量 的 运动 满足 薛 定 谓 方 程 ， 
-区 可 
或 
-. 油 
定义 
LH, Dg =i I Dy- i 1D) ytil Dy 
密度 矩阵 运动 满足 刘 维 尔 方程 
i [H,p] = Lp 
L 为 刘 维 尔 算 子 , 刘 维尔 方程 可 以 描述 系统 力学 运动 , 仿 玻 耳 兹 
曼 互 函数 , 记 
5 一 一 Astrolno 
则 
$= katrp $lnp = 0 
焙 是 不 变 的 。 这 是 刘 维 尔 方程 满足 时 间 反 演 不 变 的 直接 结果 。 
系统 的 全 部 性 质 及 运动 均 可 以 用 希 尔 伯 特 空间 的 算 子 表述 : 
力学 量 : 埃 尔 米 特 算 子 A、B、…， 


A = troA 
运动 方程 的 两 种 形式 : 
4, 海 森 堡 方程 为 
9A 
es 天 二 LA 
Pp; 刘 维尔 方程 为 
.go 
i = Ip 
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刘 维 尔 方程 17.o(D) 一 Lo(D) 的 解 
p(t) = exp(— 1iLt)p(0) (9 131» 
如 果 系 统 哈密 顿 量 为 
H= HoaAH’ 
式 中 4H 为 粒子 之 间 相 互 作用 ,对 XH 作 微 扰 ， 
工 一 工 十 捞 


exp(— iLt) 一 exp( iLot)| 1 丰 Ca| da en 
+ Oa) dr dL CLG) + | 
(9. 132) 
L’'(z) =exp(iLot)L’exp(— iLoTt) 
定义 
1 fi 区 
Ri (w= (F717) = | pt 


(9. 1339 
其 应 上 十 ce 收敛 .Imz>0, 表 明 式 (9. 123) 定 义 在 上 半 平 面 ,如 图 


图 9. 10 
1 0 
R_(z) = | | _exp( 一 1 十 ?zt)d (lImz<= 0) 


R+ (z) 、R-(z) 合 成 复 = 平面 上 解析 函数 ,只 在 实 轴 上 有 制 线 及 奇 
点 , 依 拉 普 拉 斯 逆 变 换 定理 ， 


exp( 一 让 t) 一 元 |R (z)exp(— izt ) dz 
2 


积分 回路 C 由 实 轴 上 、 下 侧 平行 线 C- .C+ 构成 。 
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R(z) 在 上 、 下 半 平 面 解析 , 取 热 力学 极限 后 , 实 轴 上 除 孤 立 奇 
点 和 有 限 区 域外 ,一 般 情 形 下 划 线 均 伸 向 十 oo。 今 把 R(z) 上 、 下 
半 平 面值 分 别 穿 过 割 线 延 拓 到 下 面 第 二 歼 曼 面 下 、 上 半 平 面 去 ， 
则 RC(z) 在 第 二 黎 曼 面 下 、 上 半 平 面 都 有 极点 ,极点 的 虚 部 就 是 激 
发 的 寿命 。 

当 给 定 R(z) 后 ,计算 exp( 一 iLt) (1 这 0) 时 , 常 将 C_ 在 第 一 黎 
曼 面 下 拉 成 大 半圆 通 向 ce ,如 图 9. 11 所 示 。 

由 于 在 其 上 exp( 一 zz0) 一 0, 因 此 可 以 取 % 
消 。 积 分 回路 由 Cr、.C; 和 第 二 和 歼 曼 面 ( 下 半 ) 
上 补充 一 个 大 半圆 C” 构成 。 积 分 结果 可 直 二 
接 取 实 轴 和 下 半 面 上 极点 的 留 数 以 及 可 能 有 
的 割 线 贡献 。 当 考虑 长 时 间 渐 近 行为 时 , 取 > 国 到 于 
二 0 附近 的 奇 点 贡献 ,得 到 推迟 解 ;反之 , 当 1 二 0 时 ,C4 中 C; 用 
第 二 上 半 黎 曼 面 上 大 圆 C4 代 之 (C_ 不 变 ) ,积分 结果 是 取 上 半 平 
面 奇 点 留 数 的 贡献 。 

R(z) 在 第 二 黎 曼 面 上 .下 半 平 面 的 奇 点 的 对 称 性 ,表明 刘 维 
尔 方程 时 间 可 逆 性 。 只 是 在 取得 Cg .CA 和 给 出 时 间 方 向 。 

使 用 RCz) , 微 扰 展 开 ， 

i 下 Ps 人 | 
(9. 134) 


R(z) 的 展开 项 如 图 9. 12 所 示 。 


3 1 + 
(c 0) tc 一 ct) 
每 个 ML 顶点 共 伸 出 十 3 条 线 (s 为 和 射线 数 ) 。 不 同 于 一般 的 费 
曼 图 ,每 条 线 代表 一 个 场 算 子 Ci (或 CD ,于 是 中 间 态 能 量 分 母 
二 六 中 就 是 以 这 些 粒子 能 量 代入 ,不 可 约 部 分 Cx 就 是 自 能 ， 


其 虚 部 倒数 是 Cx 的 衰减 寿命。Cx 只 取 二 级 项 即 有 Born 散射 。 
如 果 将 V 空 间 的 密度 矩阵 p 用 多 粒子 经 典 分 布 函数 六 (Cr>， 
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2 ,1 替代 ,量子 刘 维 尔 算 子 换 成 经 典 刘 维尔 算 子 ， 


/9H 3 9H 39 
eg ($7 ap, apP, 了 ) 


刘 维 尔 方程 仍然 成 立 。 
9.3.2 算 子 代数 


在 非 平衡 态 统计 中 ,系统 的 状态 和 力学 量 都 是 算 子 ,由 于 系 
统 无 限 大 ,因此 算 子 一 般 不 是 有 界 的 。 
按照 量子 力学 的 观点 ,给 定 一 个 系统 应 考虑 : 
(1) 所 有 力学 量 的 集合 多 ; 
(2) 所 有 可 能 状态 的 集合 o。 
力学 运动 就 是 多 (或 o) 上 的 一 个 单 参数 连续 群 ,或 半 群 。 久 
满足 : 
(1) 对 加 法 和 数 乘 封闭 , 即 A、.BE 多 
oA 十 BB € 外 (a.B 为 实数 ) 
(2) 两 个 力学 量 的 乘法 封闭 , 即 A、BE 多 
A.BEm 
于 是 弥 为 一 个 实 * 代 数 ”。 如 果 存 在 复数 乘法 ,多 可 扩大 到 2, 那 
么 可 在 其 上 建立 共 罗 对 应 。 
(3)GERG=ATiB (A.BERN,), 
GS=A—iBEY 
(4) 定 义 贸 上 的 模 ,GE 久 对 应 正 实数 1G| , 且 
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| G+G: |<|G |+|G: | 
|aG |=|a|1|G| (a 为 实数 ) 
1G1|=|G"| 

一 个 系统 对 应 一 个 RW。 判 断 系 统 处 于 某 状态 可 知 所 有 力学 量 
的 平均 值 , 从 而 给 出 了 多 或 负 上 的 一 个 泛 函 ; 显 见 该 泛 函 是 线性 
的 ,所 以 系统 所 有 的 状态 就 是 乡 上 线性 泛 琐 全 体 所 构成 的 集合 
在 数学 上 c 为 有 的 对 偶 空间 ,力学 运动 为 了 上 给 定 的 单 参数 连续 
正 交 群 。 

利用 算 子 代数 可 以 讨论 无 限 自由 度 系统 ,从 而 解决 统计 力学 
中 某 些 基本 问题 。 其 中 的 关键 在 于 没有 取 o 作 一 个 布尔 伯 特 空 
间 上 的 矢量 或 可 迹 正 算 子 集合 。 

讨论 9( 称 为 C" 代数 ) 的 性 质 。C* 代数 的 性 质 ;对 应 有 上 的 
每 个 态 gE€o 都 存在 一 个 由 此 产生 的 希 尔 伯 特 空间 治 , 知 及 其 上 
的 线性 变换 就 是 的 一 个 表示 xy ,在 % 中 还 存在 矢量 Q, ,使 

($,A) = (0Q | xoA | 0) 
对 一 切 AE 乡 成 立 , 且 
{rrA0 1AE R=—%N 

称 之 为 G.N.S 构造 。Neumann 断言 : 有 限 自由 度 系 统 的 一 切 
G. N.S 构造 均等 价 , 这 表明 算 子 代数 只 有 一 个 表示 空间 。 

对 于 无 限 自 Se a 
如 果 从 状态 g 出 发 构成 表示 ({%,xs) ,那么 一 切 只 和 p 相差 有 限 
个 粒子 激发 的 状态 构造 的 表示 均 与 之 等 价 ， ee 
状态 可 以 构造 不 等 价 表 示 。 

今 从 状态 g 出 发 定义 中 子 集 : 

N, 二 {KERN(g,AK) 一 0, 对 所 有 AE 9 
将 甸 中 算 子 依 N, 分 类 ,就 是 A.BE2、A 一 0 B 为 同 
一 类 ;将 同一 类 算 子 作为 一 个 算 子 构成 代数 %: 4 一 2 Ne*。 在 2 中 
定义 内 积 
(A,B)= (pg,A+B) (A. BE 网 

算 子 模 为 
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1A|*= (A,A)= (yg,A' A) 
按 其 把 9 扩大 完备 后 即 有 希 尔 伯 特 空间 多。 
在 光 , 上 可 定义 算 子 G 的 共 斩 算 子 G” ， 
(A,GB) = (GA,B) 
以 及 埃 尔 米 特 算 子 ,满足 天 一 氏 。 根 据 希 尔 伯 特 空间 理论 基本 
定理 :一 个 埃 尔 米 特 算 子 本 征 矢 {w} 可 构成 一 个 正 交 完备 组 。 儿 
中 的 任意 算 子 G 均 可 用 (gq) 展 开 
C 一 六 Csy CD 
展开 系数 (mw,G) 可 直接 计算 。 
9.3.3 投影 算 子 
投影 也 是 一 个 变换 ( 算 子 ) ,在 不 同 问题 中 是 不 同 的 : 
(1) 将 希 尔 伯 特 空间 投影 到 一 个 子 空间 上 ， 
P, 二 >) (es,a)e，({e,) 为 部 分 基 矢 ) 
(2) 将 多 粒子 算 子 投影 到 单 粒子 算 子 空间 上 ; 
(3) 在 某 表 象 中 将 密度 矩阵 只 保留 对 角 和 矩阵 元 


ee 


P 为 投影 算 子 的 充 要 条 件 是 己 一 已 。 
系统 密度 矩阵 po(2) 满 足 方程 


i pC) = Lo) 
取 Q=1 一 P.& 一 Q, 于 是 Q 也 是 投影 。Po、Qp 的 运动 方程 为 
i$Pp =PLPp+ PLQp 


i 2Qo =QLPp + QLQp 
用 Qo 形式 解 
qh = exp(— iQLQ Qo0) —i| exp[— iQLQG — DJQLPo( de 
代入 
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i =PLPpo —i] dePLQexp(— iQLQr)QL Po —7) 
+ PLQexp(— iQLQ:) Qo(0) (9. 135) 
式 (9.135) 与 刘 维尔 方程 等 价 。PLP 项 为 oo 的 自由 运动 ,由 QQ 部 
分 作用 引起 p 受到 非 马尔 可 夫 型 “摩擦 力 ”。| K(ap( 一 上 dr 及 


因为 Qo(0) 引 发 的 涨 落 力 PLQexp( 一 iQLQ1) Qo(0); 式 (9. 135) 
为 朗 之 万 型 方程 。 当 P 的 自由 度 远 小 于 Q, 且 1 远大 于 PLQexp 
(一 1QLQr)QLP 的 衰减 时 间 r. 时 ， 


| PLQexp( 一 iDLQr)QLPoo(C 一 r)dr 


到 上 PLQexp( 一 iDLQr)QLPou(iD)dr = ypo lt) 
化 为 马尔 可 夫 型 过 程 。 在 热力 学 极限 下 ,y 可 以 有 虚 部 ixPLQ5 
(QLQ)QLP, 这 就 是 耗 散 。 同 理 , 当 Qo(0) 快 速 衰 减 时 , 涨 落 力 在 
长 时 间 后 也 可 舍弃 , 故 


i S01) = (9. 136) 
称 之 为 Balescu 方程 。 
取 刘 维 尔 算 子 预 解 式 R(z) 一 一,R(z) 符 合 
(z—L)R(z) = I (9. 137) 
命 投影 算 子 P.Q= 二 1 一 P, 有 上 上、R(z) 为 
四 | 
AQLP QLQ 
PRP PR 
Ry = ( | 
QRP QRQ 


两 个 分 量 分 别 为 P、Q 两 个 部 分 。 依 式 (9. 137) 可 推出 R(z) 分 量 
满足 的 方程 ， 


zPRP— PLPRP — PLQRP =I C9. 138) 
zQRP — QLPRP — QLQRP=0 (9,139) 
zPRQ— PLPRQ— PLQRQ=0 (9. 140) 
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zQRQ 一 — QLQRQ=I (9. 141) 
从 式 (9. 139) 给 出 QRP= 一 一 一 QLPRP ,代入 式 (9. 138)， 


二 
古 1 
HD 汪 (9. 142) 
1 
wz) =PLQ s—GraQP 
则 
QRP= 1 QLP L 
nll 
ee 1 
ee (9. 143) 
人 (过 TP 
Ye 二 
对 式 (9. 143) 取 埃 尔 米 特 共 恩 ， 
加 1 
RO pp 
1 
二 = 下 信 二 全 届 (9. 144) 
1 
人 = 
(9. 145) 


yz) 相 当 于 PP 部 分 的 自 能 .C(z) 为 广义 产生 算 子 , 当 P-~>Q 时 类 
似 于 场 论 中 的 项 角 部 分 ,D(z) 为 广义 消灭 算 子 。y、C、D 均 为 对 
P 的 不 可 约 部 分 。 

式 (9. 145), 式 (9.141) 对 任意 投影 算 子 都 成 立 。 对 QLQ 中 
L' 部 分 展开 ， 


1 ee 1 - 四 
dt QQ 二 训 启 | 
当然 其 中 每 一 项 都 包括 许多 费 曼 图 。 
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9%.4 输 运 现象 
9.4.1 随机 过 程 中 的 福 克 方 程 


以 {z} 王 (zz zy} 表 示 系 统 的 一 个 状态 , {(z} 的 取 值 范 
围 尺 称 为 状态 态 空间 ， i idz 表示 t 时 刻 系统 处 于 状态 {zx} 附 
近 dz 内 的 几率 。 假 设 存在 归 一 化 条 件 ， 


| Piz} ,Daz —1 (9. 146) 
{zx}ER 
当 讨论 全 同 粒子 组 成 的 系统 时 ,只 需 研 究 其 中 任意 一 个 粒子 
的 P(x 而 {2} 二 (zyyszyvis Wr} 有 6 个 分 
。 注 意 到 式 (9. 146), P({xz) ,就 是 单 粒子 分 布 函数 f(r,v， 
1)， 


PO{z}st) = Fryv sty = Rar ,1) (9.147) 


n 为 密度 分 布 函 数 。 在 马尔 可 夫 过 程 中 几率 分 布 晴 数 P({zx) ,1) 
的 演化 方程 可 表达 成 


AP({z 0 =|dz'[— Petzl DW ri, ,0 


十 PC(z DC 人 } ,2)] (9. 148) 

称 式 (9. 148) 为 主 方程 。 这 里 W((x),{x te dt 表示 系统 在 
dt 时 间 内 从 状态 {x} 跃迁 到 {zx 附近 dz 之 内 的 几率 。 对 于 马尔 
可 夫 过 程 ,该 跃迁 几率 仅 与 {x}、{x'}.t 有 关 , 与 系统 的 “历史 ” 
无 关 。 

记 包 二 x/ 一 zi 并 把 WO({x},{zx 区 改 为 殉 ((z);(6) ,于 是 
被 积 也 数 为 
一 PC(z) ,DW {zr});{€} ,1) + P(r+E WCUzre;{—£ ,1) 
由 于 {为 积分 变量 ,因此 不 妨 将 第 二 项 中 的 & 全 部 变 号 ,被 积 孙 
数 可 改 为 
一 PC(z) ,tIW( (zr);{E), ee 6 1 了 (人 ( 工 一 6 人 6) 
而 P(x 一 和 ,DW({z 一 个 ;(6) ,z) 当 作 


。 471 。 


P(x} ,tI Wr};(E} ,1) 
中 人 zx} 变 到 {zx 一 各 而 得 ,所 以 被 积 孙 数 展开 后 为 
> ( 


n=1 


1 9 9 
| 名 Bop 5 yt W(x },2)] 


或 


zr) = DD [Dh (zx},t) P({z},t)] 
7 一 ] 


Xa 

(9. 149) 

式 中 
Des Cx) 一直 | 入 W(x}; 人 ,Dd (9.150) 
式 (9. 149) 称 为 主 方程 Moyal 展开 , 式 (9. 150) 称 为 Moyal 展开 

若 式 (9. 149) 的 右边 只 保留 级 数 的 前 两 项 , 记 
A 一 Dp 有 一 2DP (9. 151) 
则 


上 


十 广 [By({z},t)P({x},t)] (9.152) 


二 Qi 


称 之 为 * 变量 的 福 克 方 程 。 依 式 (9. 150) 知 D 记 为 半 正 定 的 实 对 
称 和 矩阵 。 当 s 二 1 时 主 方程 为 


PCz,D) 一 > 人- Ee) Ld Ptya)] Lo; 158) 
7 一 ] 
福 克 方 程 为 
py A PD TB Py] 
oat 9 ar 9 9 2 ar: 9 


(9. 154) 
式 中 BCz,D 三 0。 
Pawula 断言 : 为 使 几率 分 布 函 数 PCz,z) 不 小 于 零 , 式 
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(9. 153) 的 右边 可 以 仅 保留 一 到 两 项 ,和 否则 必须 保留 无 穷 多 项 。 
Pawula 的 结论 可 以 推广 到 高 维 状 态 空 间 。 
在 福 克 方 程 中 称 A, 为 漂移 矢量 .Bu 为 扩散 张 量 。 如 果 A, 或 
B, 与 分 布 函数 已 有 关 , 那 么 式 (9. 152) 就 是 非 线 性 福 克 方程 ; 反 
之 ,就 是 线性 福 克 方程 。 若 称 


二 MP} 六 元-[BjP(C(z),D] (9.155) 
Ci 
为 几率 流 ( 密 度 ) 矢 量 , 则 式 (9.155) 可 以 表示 成 几率 守恒 的 连续 
方程 的 形式 ， 


aP ，ag， 
ot OZ 


一 0 (9. 156) 


9.4.2 生 灭 过 程 


设 在 随机 变量 X 代表 的 状态 中 X 为 整数 ,而 且 只 在 相 邻 的 
两 个 状态 之 间 有 跃迁 ;又 设 GCX) 、RCX) 分 别 为 单位 时 间 从 X 态 
跃迁 到 X 十 1 态 及 X 一 1 态 的 几率 , 故 主 方程 式 (9. 148) 可 写成 


FP rst) = 1 tl 


—G(X)P(X,D) + R(X P(X+1,7) 
— R(X)P(X,) 
(9. 157) 
称 式 (9. 157) 表 述 的 过 程 为 生 灭 过 程 。 因 为 


f(X+1) = exp (二 J tx 
所 以 如 果 把 X 的 取 值 拓 广 到 实数 范围 ,那么 式 (9. 157) 可 表示 成 
SPX = [exp( 3 ) 1 GOPCX,) 


中 | exp( 一 有 =1RGDPCE; 1) 


= 六 】 D(X)P(X,1) 


1 


(9. 158) 
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其 中 Moyal 系数 D(X) 为 
Dom (X) = [GCX) + (1)"RCX)] (9.159) 


命 系统 的 体积 为 Q, 定 义 强度 
二 一 二 (9. 160) 
式 (9.158) 以 z 表示 ,几率 分 布 困 数 变 为 
B(x, 一 玉芝, 示 -prio (id) 


oo 


式 (9. 158) 变 为 
1 


9 二 -二 9 > (n) 万 
FP zt) 一 和 2) Dm er, sD Ay, 160 


对 充分 大 的 系统 ,可 以 不 计 边界 的 影响 ,G(X)、R(X) 给 定 强 度 工 
时 近似 地 正比 于 0, 则 

Do (rzO) cc 0 
于 是 不 妨 置 


BD" (x) = ee ee 二 [Gz) 十 人 TO 


(9. 163) 
式 中 G(xr) 二 eG(X)、R(zx) 一 eR(X)。 式 (9.163) 代 入 式 (9. 162) 
并 舍 “ 一 ”, 得 


加 Eee ~ | 本 (n) 
FP = Ze ( Es Cz)P(z,t) (9.164) 


se 一 方 忌 1。 式 (9. 164) 对 应 的 福 克 方程 为 


5 DT] 二 笃 昌 TBzjPCe 人 
at ax ” 2 gz ” 


(9. 165) 
AKg) = ye 语 [GCa0) — R(xQ)] (9. 166) 
Bx) —2DE ts) = 三 [G20) + R(XQ)] (9. 167) 
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将 随机 变量 x 表示 成 两 部 分 之 和 ， 
工 一 y(t) 十 VEE (9. 168) 


其 中 y (2) 为 待定 函数 .& 为 新 随机 变量 。 式 (9.168) 代 入 式 
(9. 164) , 记 


I1(é€,1) = P(x,t) = Ply(t) +Veé,t) (9. 169) 
注意 到 


FP yD) 站 / 攻 ， D | 


于 去 1 


有 


二 一 一 = Rr 


—_ A’ 6 亚 十 3 ;BCy) 到 学 |HOGe) 


D6 Gl 
(9. 170) 
这 里 》 一 宁 2 AD) 一 二 4(y)。 进一步 得 到 
y =A(y) (9. 171) 
三 AD #B( ya (9. 172) 
at 2 ge > a 
式 (9. 171) 称 为 决定 性 方程 。 积 分 ， 
,dy 
1—to = 上 A (9. 173) 


一 y(to)。 依 式 (9.173) 有 yy 二 y(7); 该 轨道 称 为 决定 性 轨道 。 
式 (9.172) 的 系数 取决 于 时 间 的 福 克 方程 。 
当初 始 条 件 为 高 斯 型 分 布 时 , 式 (9. 172) 解 可 取 为 


11(é€,t) = 


! 
yell 2 (9. 174) 
式 (9.174) 代 入 式 (9. 172) ,得 


“A475 ®。 


6(1) = 2A’'Cy(1)001) 十 BCy(GD)) (9. 175) 
而 c(0) 王 co 由 初始 条 件 确定 。 当 给 定 决定 性 轨道 时 式 (9. 175) 的 
严格 解 为 


A(y()) 


和 a Dy 
(9. 176) 
这 样 得 到 式 (9.174)、 式 (9.175) 的 近似 解 , 该 近似 法 称 为 Q 展 
开 法 。 
注意 :2 展开 法 是 基于 式 (9. 168) 成 立 ,否则 失效 。 
9.4.3 福 克 方 程 的 代数 结构 


讨论 福 克 方 程 的 李 代数 结构 有 助 于 人 研究 方程 的 整体 行为 。 
考虑 一 维 福 克 方 程 ， 


it = [yeP (rt) + P(gwt) (9. 177) 
常数 B.y 二 0, 记 
二 可 Ch 
L = 了 BI (9. 178) 


式 (9.177) 变 为 


Ce (9. 179) 
at 
其 解 为 
P(x,t) = exp(tL)P(x,0) (9. 180) 
将 式 (9. 178) 改 为 
Le 让 -BC (9. 181) 
这 里 
二 
A=z zt 多 
E=1 (9. 182) 
_ 9 
es az 
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注意 到 
[A,C ] = 一 2C- [A,E]=[C ,E]=0 (9.183) 
因为 已 与 A.C_ 均 对 易 , 所 以 式 (9. 180) 可 表示 成 


Pr = exp(—3YtE )exp[(— YA +BC Pz,0) 


(9. 184) 
定义 算 子 
C= x 
也 是 
考虑 组 成 矩阵 李 代 数 S1(2) 的 基 ， 
0 
二 = . 
0 站 
a=( ， 出 (9. 186) 
1 
党 0 
加 一 
下 
2 
并 且 
[gs3,g4+|] =+tgt [B55] = 28 (9. 187) 


比较 式 (9. 187) ` 式 (9. 185) 知 ,2g;、g+ 分 别 为 A、C: 的 矩阵 表示 。 
从 SL(2) 可 以 得 到 SL(2,R) 群 。SL(2,R) 的 元 素 G 可 表示 成 
六 =—b 
CG 一 exp(agi 十 b+ 十 cg_-) = exp (9. 188) 


det(expA) = exp(trA) 
知 
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1G|=detG=1 


或 
G 一 exp(bg,)exp(c'g_)exp(rg3) 
Q +e exp (Br ) 一 6'exp( 一 去 + ) 
一 (9. 189) 
—cexp (3r ) ep 一 也 | 
而 矩阵 
一 3 和 
exp( 一 27igs 十 Big_) = ep(_ go (9. 190) 
区 
expQ = Pexp(P IIQP)P- 
东明 expx 0 
ep 人 ( 区 bm 
置 
1 0 
| 
27 
式 (9. 190) 变 为 
exp(— 7 0 


(9.191) 


exp(— 71) 上 — exp(27Yt)|] exp(Cyi) 


比较 式 (9. 191) . 式 (9. 189)， 
b=0 


es [expC27t) = 


r =— 27t 
于 是 
exp( 一 27igs 十 Big_) 


= 太一 站 exp( 一 2ytg,) (9.192) 
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exp(— YtA 十 BiC-) 
一 exp{ 办 [exp(270) 一 和 | 区。 jexpC— ytA) (9.193) 
式 (9. 193) 代 入 式 (9. 184) ,得 


3 
Pl(z,i) = exp (LexpC27yt) 1] Jexp( tyz)P (rs0) 


(9. 194) 
式 (9. 194) 已 区 分 漂移 项 、 扩 散 项 的 作用 ;P(x,0) 为 依 初始 条 件 得 


到 的 初始 几率 分 布 exp (一 t 坊 yz) 为 漂移 项 作用 、exp 


有 [exp(2y0) 一 1]2 为 扩散 作用 。 式 (9.194) 给 出 了 式 
(9. 177) 在 任意 初始 条 件 下 的 严格 解 


对 于 具有 非 线性 漂移 力 的 福 克 方 程 ， 
人 (9. 195) 
at 9 并 gx 


也 可 采用 上 述 方法 处 理 ,但 需 引 进 某 种 近似 。 事实 上 ,对 式 
(9. 195), 算 子 工 应 为 


= 7 
LS= Iz7T 工 ) 十 e 二 


i 3 9 2 
一 一 工 开 上 十 雪 元 十 3z 十 e 7 (9. 196) 
若 近 似 地 取 
3 9 2 9 
TF7™ a 元 (9. 197) 


其 中 (x?) 作为 1 的 函数 , 则 式 (9.196) 中 算 子 仍然 可 表达 为 A、 
C+ \ 的 线性 组 合 。 于 是 


es exp| 一 到 (e+2 |ep 人 -50 一 exp(2to)]C; ). 
ezp| 吉 [1 一 exp( 一 210)]JC- |exp(pA)P(z,0) (9. 198) 
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式 中 pop 二 (zz ) 一 1。 将 上 式 变 为 显 式 ， 
PCz,i) = exp[ 一 上 Co 十 DJexp(— [1 — exp(210) Jx*). 


IE exp—210)]) | exp(— A P(e,0) dé 
(9. 199) 
各 二 €— exp(tpo)x’ 
[exp(24) = 

该 式 表 明 弛 殉 过 程 的 定性 行为 。 当 1 二 0 时 如 果 P(x,0) 为 在 二 

0 附近 的 一 个 高 斯 分 布 ( 单 峰 ) ,那么 当 t 较 大 时 峰 就 逐渐 拉平 。 

随 着 t 继续 增 大 ,分 布 系 数 P(x,1) 逐 渐 成 为 双 峰 。 

综 上 ,下 列 6 个 算 子 构成 李 代数 ， 


i 
和 C= =zx? 
1 
rs 9 (9. 200) 
忆 = 2 
三 x E= 
它们 的 对 易 关 系 为 
必要 [区 ,Ge 会 二 35 
[LA， i | —0 LB. a 二 0 
LB Cr] =B, 1 Ld (9. 201) 
Lc- 'B,] =B. [B:,B:] —3E 
L: ,E] 出 FC- | A 


对 于 高 维 福 克 方 程 ,也 有 可 能 找到 对 应 的 李 代 数 结构 。 应 当 
注意 , 式 (9. 197) 并 非 普 遍 适 用 。 


9.4.4 多 变量 线性 福 克 方 程 
多 变量 线性 福 克 方 程 为 
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Pls 元 ) 5 的 = 一 [A } ,P(xzx)} ,1)] 


1 9 
2 dd 


[By {zx},t) P(xr},t)] 


(9. 202) 
式 中 Ai({zx) ,1)、By ({x), 直 都 是 与 PP 无关 的 已 知 也 数 ,是 Bo 为 
ee 
B, = B, (9. 203) 
式 (9. 202) 未 必 存 在 使 几率 流 处 处 为 零 的 定 态 解 。 若 A 、 Br 与/ 
无 关 , 则 假定 其 定 态 解 为 


Pi ({x}) 三 expL2yC(tz)) (9. 204) 
使 式 (9. 155) 中 定义 的 几率 流 密度 矢量 S, 处 处 为 零 , 有 
19B; 9y 
A ; 二 (9. 205) 
以 B 广 乘 上 式 并 对 ! 求 和 ,得 
oy pilA 19B)_ 
二 = 了 (一 重 F)= (9. 206) 


J 


Ui 应 符合 有 势 条 件 
aU: _ 9U, 
gz Bh 
这 里 式 (9. 202) 存 在 使 几率 流 处 处 为 零 的 定 态 解 的 必要 和 条件。 可 
以 验证 :对 于 A,、By 和 1 无 关 的 情况 ,该 条 件 也 是 充分 的 。 实 际 
上 , 当 式 (9. 207) 成 立时 可 有 


y{z) =|” Bs (A -DL)dr (9.208) 


zo) 2 Oxy 
且 积 分 结果 与 路 径 无 关 。 称 式 (9. 207) 为 式 (9. 202) 的 可 积 条 件 。 
如 果 A,、By 与 + 有关, 那么 式 (9. 202) 无 定 态 解 。 
可 以 证 明 : 当 Pi({zx),t)、Po({x),t) 为 式 (9. 202) 的 任意 两 个 
已 归 一 化 的 正解 时 ,经 过 充分 长 时 间 ,该 两 个 解 趋 于 一 致 , 即 当 : 
一 co 时 


C9. 207) 


P(r . 


-UD Ca 
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为 此 证 明 ,定义 泛 函 
HG = |PilinPdz 
依 不 等 式 
RInR—R+1= | Inpdp>0 

及 Pi 、P: 已 归 一 化 的 条 件 ， 

HG =|(PilnR— Pi + Ps) dz 

=|P:(RInR—R+ Ddz 

男 , 导 数 


HG) = Pin + 户 — bp, )dzr 
党 


也 
“。” 表 示 对 t 求 导 。 命 


L, EE 1 92 B, 


2 9zi9Zzi 
说。 部 
2 4 9X19x; 


;=A 辽 + 
应 用 式 (9. 208) , 式 (9. 212) 写 作 
HGD = |[ (LP InR— RP Jd'z 


积分 ， 
HC) = | (PiL}InR — RP2)d:z 
因为 
ee T 生 和 Nj 
LiInR =(Ai+ ee Ti )(R gr | 
了 1 3R aR 
RL?R 5B, 及 2 az zi 
所 以 


(9. 210» 


(9;211) 


(9. 212) 


C9, 213) 


(9. 214) 


(9; 215) 


HO =| (RLIR—RP,)dz — PB, Rd 


R 
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=-|GRLP: 一 REoDdaz 一 了 |PR ( 志 InR) 沁 InRdz 


Gk 
.4 9 回 
一 y|PB, (二 mR) 半 InRdz Ee (9. 216) 
推 证 中 使 用 了 和 矩阵 Bv 的 正定 性 , 当 且 仅 当 
人 (9. 217) 
qx 
时 等 号 成 立 ; 这 时 民 为 常数 。 注 意 到 Pi 、P; 已 归 一 化 ， 
及 三 1 
由 式 (9. 211)， 
H(2 和 © 


当 R 关 1 时 昌 (4) 之 0. 有 HQ) 过 0, 即 日 (1) 总 是 越 来 越 小 ,直到 
R= 二 1 为 止 。 从 而 证 明 式 (9. 209) 。 

式 (9. 209) 表 明 ,尽管 式 (9. 202) 未 必 存 在 定 态 解 ,尤其 是 未 
必 有 几率 流 是 零 的 定 态 解 , 但 是 有 一 个 极限 解 。 从 任意 初始 条 件 
出 发 ,经 过 充分 长 时 间 , 几 率 分 布 都 将 演变 为 这 个 极限 解 。 若 A,、 
Bi 与 1 无关, 则 该 极限 解 就 是 定 态 解 ,这 时 状态 空间 中 可 能 存在 
稳定 的 非 零 几率 流 ; 若 可 积 条 件 成 立 , 则 定 态 解 使 几率 流 处 处 
为 零 。 

进一步 讨论 , 当 S 和 0 时 计算 该 定 态 解 。 设 有 定 态 解 式 
(9. 204) ,于 是 矢量 


本 1 9B; au 
有 一 可 (加 一 二 3 | (9. 218) 


的 散 度 为 零 。 取 
hp = 总 = Sexp(C 一 2 (9. 219) 
而 A, 一 AP 十 AP (9. 220) 
入 是 
9 
元 [LAP exp(20)] 二 0 (9. 221) 
OT ed 1 ab, ei 9y 
/ 2 二 B; 3 (9. 222) 
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使 


(s) 1 KE 焊 ， 9B, 
Up = | A | 
满足 有 势 条 件 ， 
a0 包 _a08 
az dark 本 
将 工 , 分 解 成 
J (9. 
这 里 
(a) (a) 
LP = A (9. 
Ch 三 9 (s) oB, 
Ls 3 十 2 9 去 dz (9 
命 内 积 
(交加 = | /Cz gr) dz (9. 
及 
L = exp(— Lexpy = Ly La (9. 
Ln = exp( 一 WLp expy (9. 
La = exp(— Ly expy (9. 
利用 式 (9. 222) 式 (9. 229)， 
本 业 违 商 _9 
Ln —— Vs + 3 BeB gr (9. 
其 中 
_19B; ao ,1 02 9 9y 
WO ee Be 3 Be (BB 下 和 本 
(9 
不 难 验 证 
(fLag) 王 (Lp 太 g) (9 


223) 


224) 


225) 


226) 


227) 


228) 
229) 
230) 


231》 


.32 


:233) 


Ly 为 埃 尔 米 特 算 子 。 另 依 式 (9. 221) , 式 (9. 230) 有 两 个 等 价 式 ， 


9 (a) 
La =— exp( 1 ga expy 
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=— expyAs® 天 exp 人 一 J) (9. 234) 


Xl 
上 且 有 
(fobag) =— (Laf ng) (9. 235) 
La 为 反 埃 尔 米 特 算 子 。 注 意 到 式 (9. 221) ,得 
La YP, = Laexpy = 0 (9. 236) 
进一步 给 出 


Ln YP, =Luexpy = (L— La)expy = Lexpy 
一 exp( 一 办 Loexp(20) = 0 
(9. 237) 
可 见 定 态 解 P;, 的 平方 根 为 La、La 的 零 本 征 和 撩 。 由 式 (9. 229)、 
式 (9. 230)， 
LP,, = Ly exp(2y) = expyL uexpy = 0 
LWP,, = Li exp(2y) 一 expyLaexpy—=0 
表明 式 (9. 202) 的 唯一 定 态 解 同时 是 Ly Ly? 的 零 本 征 矢 。 这 里 
零 本 征 矢 都 属于 本 征 值 为 零 的 本 征 矢 量 。 
注意 定 态 条 件 
LP,, =0 
并 非 有 
S 一 0 (9. 238) 
如 果 用 上 L, 表示 几率 流 密度 为 零 的 条 件 ,那么 可 写 出 下 列 算 子 
方程 ， 
LC({z})P, (zr)) = Pz LI (2}) (9. 239) 
该 算 子 方程 的 意义 在 于 当 其 作用 在 任意 函数 上 时 均 有 效 。 式 
(9. 238) 与 式 (9. 239) 等 价 。 实 际 上 ,使 用 式 (9. 218) 、 式 (9. 214)、 
式 (9; 213), 给 出 


9 
9 


LyP, — Llt 一 一 2S， (9. 240) 
即 式 (9. 238) ` 式 (9. 239) 等 价 。 
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9.4.5 细致 平衡 


尽管 式 (9. 239) 为 S,=0 的 条 件 , 但 是 几率 流 密 度 为 零 并 不 一 
定 等 价 于 实际 系统 的 细致 平衡 。 实 际 系统 中 的 变量 分 为 两 类 : 随 
时 间 反 演变 号 的 奇 变量 和 随时 间 反 演 不 变 号 的 偶 变量 ;一 般 情 形 
下 ,当时 间 反 演 时 假定 变量 x 换 为 sizoe 二 士 1 分 别 对 应 奇偶 
变量 ,这 里 se 的 下 标 不 计 和 。 


在 实际 系统 中 的 细致 平衡 条 件 为 
W({z’} —> {x}))P,((z}) = W({er} > {er’})P,({ex}) 
(9. 241) 
P,({z}) = Ps, ({er}) (9. 242) 
对 多 变量 ,定义 
a FPi({z)) 四 (9. 243) 


这 里 太 与 1 无关 ,而 P,({x})) 是 初始 条 件 为 P({z},?)|,-o = 二 6 
({z) 一 {zx )) 的 情况 下 zt 时刻 的 分 布 函 数 。 利 用 式 (9. 202), 式 
(9. 243) 可 写成 
W({z)}— {rz}) = L,({(r))6({r} — {zx}) 
类 似 地 ， 
W({er} > {er’}) = L,({er’})6({er} — {er’}) 
(9.244) 
于 是 式 (9. 241) 可 表示 成 
Lyk {z(t} 一 人 PC 人 

一 Lo((er ))6C(er} 一 (er ))PCter)) (9.245) 

以 f({xz )) 乘 上 式 , 并 对 diz 积分 ,得 


左边 = LC{z))|3C{z) 一 {zDDPs(({z fz)) dz 
= LC EL) try) 
右边 = f(z DL Cz )) 8 er} — (er’)) Pa (ler))d'r’ 
(9. 246) 
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进一步 推 证 知 
右边 = Ps({zr))Li({zr})) f(r)) (9. 247) 
式 (9.247)、 式 (9.242) 构 成 实际 系统 的 细致 平衡 条 件 。 经 过 
计算 ， 
Ly({z})Ps({z})— P(er))Lt( (er)) 
= 人 人 CA ay edt (eg} 


1 #8; a | a 
2 BN B; 9x; | az 


P(x 


[jy = er] 由 = 


2 十 9 qx 

显 见 式 (9. 248) 为 算 子 方程 。 依 此 , 式 (9. 247) 等 价 于 
aS, 
9 


[A zx) +eAi({z )] 一 3B =0 
i 


L 
] 9x; 


a —eejBy((x}) =0 


(9. 249) 
取 
AP ({z}) = [LAC{z}) + eA {er})] (9. 250) 
2 {xr}y = [AC{z)) —gAi({er})] (9.251) 
aB, 
spoily = Pu tel) MP eB | 
(9 252) 
SW rz}) = Pp, Cr ADCz)) (9. 253) 
故 有 
A({z}) =ADP((xz}) + A {zr)) (9. 254) 
Si({z}) 一 SD((z)) 十 SI2(C(z)) (9. 255) 
AD({z)) =eAD ({erz}) (9. 256) 
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AD(lr}) =— eA CC {er }) (9. 257) 
其 中 式 (9. 255) 应 用 了 式 (9. 218)。 使 用 该 记号 , 式 (9.249) 可 以 
表示 为 


gas. 、- 
xr 


sp =0 
Bj, ((x}) = exejBsy (ler}) 
注意 ,上 述 各 量 中 的 上 标 (1) 为 “不 可 逆 ”、(2) 为 可逆"*。 验 证 得 


dz 
di 


为 时 间 反 演 不 变 。 虽然 细致 平衡 不 要 求 S, 一 0, 但 是 要 求 
不 可 首部 分 几率 流 Si 二 
设 式 (9. 258) 的 第 三 就 可 以 将 算 子 志 表达 为 


(9, 258) 


= A (wr}) | (9. 259) 


玉环 二 天 多 人 (9. 260) 

式 中 
L® ({z)) 一 一 和 一 一 L22({z)) (9.261) 
LP CZ)) = 一 A (zx) 十 广 3 BC(zi — LC)) 


(9. 262) 
由 于 L% 描述 可 逆 过 程 . 工 史 描述 不 可 道 过 程 ,因此 称 Ly 为 流 
射 算 子 Ls? 为 碰撞 算 子 。 

从 式 (9. 252) ,比较 式 (9. 258) 第 二 式 与 式 (9. 221) 知 , 当 细 致 
平衡 时 AP 一 言 528 十 By 一 AP。 

尼 此 讨 洛 趾 认定 做 圾 站 了 Bj 是 正定 的 。 当 Br 有 零 本 征 值 时 
需要 修正 上 述 结 论 。 对 于 

ADP) = 一 号 (aoP) 十 号 {[o 十 疡 Cz)]P) 十 和 (CgP) 


(9. 263) 
式 中 vz 为 粒子 沿 x 轴 的 速率 ,常数 9.y>>0、j(Cz) 为 外 场 ， 
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了 (xz) 一 对 为 作用 于 粒子 上 的 力 ,x 为 偶 变量 .vw 为 奇 变量 , 显 见 ， 


A =0 AD 一 一 加 
A® =w A® =— f(z) 
B,, =0 B, =0 
B,, =0 B,, =2g 
在 S?=0 中 对 于 /=vw， 
A(D) ] 9Bu 1 9B 9y 90 
A 2 9 2 gv ™ Oz Bu gm 0 
即 
9 和》 
3 2 (9. 264) 
(zx,v) 一 一 tov +h(z) (9. 265) 


A(z) 为 工 的 任意 函数 。 式 (9. 258) 的 第 一 式 表明 
9 9 / 
3zLexp2)v] 一 元 Lexp(29)7 (| 三 0 
式 (9. 265) 代 入 上 式 , 有 
/ 7 “/ = 
h (x) + 367 (zx)=0 
或 
ee A 
h(x) 一 20/ (7) 十 ho (9. 266) 


任意 常数 h。 由 归 一 化 条 件 确定 。 从 式 (9. 266)、 式 (9.265) 知 定 
态 解 为 玻 耳 效 曼 分 布 ， 


Patzywy oexp| 一 类 [ 志 呈 十 fx》|| (9. 267) 


由 于 在 计算 中 细致 平衡 条 件 式 (9. 258) 成 立 , 因 此 存在 细致 平衡 。 
为 使 P, 可 归 一 化 ,应 
limf (x) 二 十 oo (9. 268) 
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若 式 (9. 268) 不 成 立 , 则 式 (9. 258) 不 成 立 。 
9.4.6 多 变量 奥 恩 斯 坦 过 程 


多 变量 奥 恩 斯 坦 ed di ， 


9 aP 
Fe TF 天国 (PY》 填 二 5 Dy 了 


式 中 Ys .D, 一 D 为 正定 的 常 矩阵 。 设 初始 条 件 为 

P(x}y0) = 6 (rz}— {rz}) (9. 270) 
关于 其 定 态 解 ,由 于 式 (9. 269) 相 当 于 在 标准 形式 中 的 方程 式 
(9. 202) 内 取 


(9. 269) 


A = B= (9.271) 
因此 检验 知 它 符 合 有 势 条 件 式 (9. 207) ,存在 定 态 解 ， 
P,,((z)) = expL2y( {zx})] (9. 272 
Z)) 依 式 (9. 208) 计 算 ， 

任意 常数 h。 由 归 一 化 条 件 确定 ,积分 后 ， 

J({z)) 一 一 六 DB75ziz 二 起 (9. 274) 
于 是 得 到 定 态 解 ， 

P,,({x}) cc exp(— Da yyzjrr) (9 275) 
即 为 多 变量 的 高 斯 分 布 。 


在 式 (9. 270) 给 定 的 初始 条 件 下 ,可 以 推测 几率 分 布 函数 在 
演变 全 过 程 中 为 高 斯 分 布 。 命 


Pay rt) GO exp— Domi [x 二 名 站 ][ 一 |] 


(9. 276) 
on 、Xi0 均 为 t 的 函数 , 且 
Ou = OA 《9.277) 
为 正定 的 。 作 傅 里 叶 变换 ， 


F((k},Z) = exp 一 六 zDPGtzjodz C9. 278) 
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式 (9. 276) 代 入 式 (9. 278) ,有 
F({k} ,1) oc exp| 一 
推 证 中 利用 了 关系 式 


|exp(— oznri — ikizi jdz 


到 oo 一 irl | (9. 279) 


= (2n)t Vdetton exp(— Bonkiki ) (9. 280) 
当 色 二 0 时 应 用 式 (9. 280) ,导出 式 (9. 276) 中 的 归 一 化 常数 ,得 


一 Ba 1 (0) (0) 

7 fe 四 
| So Le ]) 
(9. 281) 


对 应 的 ， 


ECs) 二 exp| 六 ok， zp | (9. 282) 
以 exp( 一 ikix,) 乘 式 (9. 269) ,并 对 dr 积分 ,有 


3 一 一 =— yh 3 ee 六 Di (9. 283) 
从 初始 条 件 式 (9. 270) 给 出 
F({x},t) = exp( 一 砍 i?) (9. 284) 
及 当 1 二 0 时 比较 式 (9. 282)， 
ox(0) = 0 0) 二 郊 ， (9. 285) 
比较 式 (9. 283) . 式 (9. 284) 的 同 项 系数 ， 
2 =— yr (9. 286) 
om =— Ymoy — Ymowm + Dr (9. 287) 


式 (9. 287) 的 定 态 解 为 
limz'o2(z) 一 0 
式 (9. 287) 的 定 态 解 为 
limoa (1) = 2Days 
计算 式 (9. 286) ,一 般 先 把 矩阵 yy 对 角 化 ;计算 式 (9. 287) ,可 
将 ow 写成 oj; 而 I 三 (1,1)、(1,2)、…、(s,s) ,把 oi 作为 一 个 列 矢 ， 
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故 式 (9. 277) 改 为 
o1 二 一 Troy +D;) 
式 中 
Ty = Tow = Ymdy tt WO 
Di = D; 
这 样 计 算式 (9. 287) 式 (9. 286) 的 方法 相似 。 


9.4.7 转移 几率 R(v ->wv ) 


今 研究 气体 与 表面 的 相互 作用 。 设 静止 固体 边界 表面 为 平 
面 ,将 其 指向 气体 内 部 的 法 向 为 工 轴 正 向 ,上 且 固体 内 部 为 均匀 的 、 
各 向 同性 的 、 热 平衡 的 ,各 处 温度 、 密 度 相 同 。 若 一 个 气体 分 子 以 
速度 "撞击 表面 ,w .ee ,二 0( 6, 为 xz 轴 的 单位 矢量 ) , 则 该 气体 
分 子 和 固体 原子 进行 一 系列 的 相互 作用 。 当 P(r,v ,1) 为 气体 的 
单 粒 子 分 布 函数 时 ,在 无 外 场 作用 下 ， 


aP ,, ,3aP _ /aP 
让 (9. 288) 


式 中 (3 ) 表示 气体 分 子 与 固体 原 了 培 挤 引发 的 分 布 函 数 的 变 


化 率 ,把 其 表示 为 
(=n 


-地 +F*vP) (9. 289) 
它 仅 是 式 (9. 152) 右 端 碰撞 项 的 另 一 种 形式 。 实 际 上 , 若 在 式 
(9. 289) 中 置 


十 二 F.vt OD B=2D (9.290) 


并 把 v 记 作 {zx} , 则 它 与 式 (9. 152) 右 端 一 致 。 令 下.D 和 PP 无关， 
此 时 表达 式 (9. 289) 可 忽略 气体 分 子 之 间 的 相互 作用 以 及 在 固体 
内 的 大 角度 散射 ,同时 认为 气体 分 子 的 进入 对 固体 内 部 的 热平衡 
状态 无 影响 。 

在 定 态 下 , 式 (9. 288) 可 改作 


i 
9r 9v 


aP 
9v 


v “(Dp. t+F»wP) (9. 291) 
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边界 条 件 为 对 于 v ， e ,二 0， 


P(rxr,v)|;o = 6(v—w') (9. 292) 
这 里 ww  。 2 ,<0。 于 是 依 式 (9. 292) 计 算式 (9. 291) ,根据 转移 几 
率 R(v >v ) 定 义 


大 省 
v*» <0 


| 到 | ma) 一 | Rv >v)|v .RR |n(v dv 


(9. 293) 
式 中 vv， nn 之 0.n(w ) 为 分 布 函 数 、7 为 表面 内 法 向 单位 矢量 ; 当 v 
。 2 ,>0 时 ， 


[PCzvyz)] lv | [CP 7] os 


vs .<0 
Ra >v)|v. el dv 
于 是 从 式 (9. 292) 得 , 当 v。 2 ,>>0.m” ， 2 ,一 0 时 


a I (9. 294) 
Iv es | r=0 
因为 已 设 定 固体 内 部 均匀 ,D、F 与 y、z 无 关 , 所 以 式 (9.291)、 式 


(9. 292) 可 变 成 


opP 9 . aP . 
wy 人 直到 vP) (9. 295) 
对 于 vw 过 0 .vw 过 0， 
P(0,v) = 6(v— vw’) (9. 296) 
讨论 模型 : 
D;=0 (U7)) De — 2 lo 
” (9. 297) 
D, = D- = lv 六 二 


gDs 


其 中 常数 0. 二 0,0 为 固体 温度 。 从 式 (9. 290) 计 算 速 度 空 间 
中 的 漂移 矢量 .扩散 张 量 分 别 为 


20 lw 2 和 2 
A (7 也 2， |w| TVzr， 1 leg Uy, lL, [wz| 0 
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0 0 he 


可 见 , 在 式 (9. 296) 下 对 一 切 v, 宇 0, 当 x=0 时 P=0, 所 以 x 二 0 
仍 保持 这 个 性 质 ,可 以 只 考虑 v=0 的 情况 。 

假定 气体 分 子 只 能 进入 厚度 为 d 的 表面 层 , 在 x= 一 d 处 被 
镜 反射 折 回 ,通过 表面 x 二 0 返回 气体 中 。 对 于 模型 式 (9. 297)、 
之 0 和 vw 一 0 是 对 称 的 ,表明 在 x 二 一 4 处 被 镜 反射 该 假定 可 以 
换 成 下 述 模拟 方式 , 即 由 于 分 子 经 过 z 王 一 d 平面 后 仍然 向 固体 
深 处 行进 到 z 王 一 2d 处 ,其 轨迹 同 被 zx 王 一 4d 平面 镜 反射 后 的 轨 
道 是 对 称 的 ,因此 计算 的 是 x= 一 24 处 的 几率 分 布 ， 

P(— 2d,v) (故去 0) 
对 此 模型 , 式 (9. 295) 可 变 为 
aP _ 20 2( w+ Pp) 2 | v1. 


ar 1, 
eh 绑 + 访 (名 ) (9.298) 
为 计算 该 定 解 , 取 
yy (9. 299) 
Vy = Vs v4 一 | vw | sing 
” . de | (9. 300) 
V2 = VU, v4 二 一 0 


式 (9. 299) 中 的 为 计算 引入 的 角 变 量 ,pE[ 一 x,x]。 又 取 
Po) =| vs || Qs )dp (9.301) 
当 Q 符合 边界 条 件 
QCouyumyouw) = Ja 一 轨 (9. 302) 
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时 知 P(x,wv ) 也 满足 式 (9. 292) 。 对 于 vw 二 0,v 二 0， 


Uz 区 一 一 | vv I 59dy (9. 303) 
lt | eC (he 
(9. 304) 
jw | [+ | wo] [398+ 寺 (又 )]a 
(9. 305) 
| [区 + 站 售 )| Ws ME eee, 
(9. 306) 
注意 到 Q 是 关于 o 的 以 2x 为 周期 的 函数 ,有 
| Jaz- 0 
即 
| (a 二 十 到 十 2v3w 2 )dp 
-| (#0+4 3)dp 
据 此 可 以 证 明 
al vw; | 针 )=| VU (上 (+ Q)ap (9. 307) 
从 式 (9. 303) 一 式 (9. 307) 得 到 , 若 Q 满足 
Q 0 
> 22[ 59 - 由 e+ 了 二 ) | 
Bal ra rl 
(9. 308) 
则 PP 满足 式 (9. 298) 。 记 
i=l = 
ls = = 
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于 是 式 (9. 308) 又 可 表 为 


4 2 : 
-bi 


这 是 四 维 线性 福 克 方 程 ,一 x 相当 于 时 间 变 量 +:。 对 于 式 (9. 302) 
形式 的 初始 条 件 , 进 一 步 推出 


ex | Rd / 4 )] (9. 310) 
20| 1 exp( 2 | )| 


把 式 (9. 310) 代 入 式 (9. 301) ,再 代入 式 (9. 294) ,利用 对 称 性 取 工 
二 一 2d 时 的 值 , 有 


Ea Uz exp| [v.— (moa) wv/ 
Bro Do) Dl (Bay 
2 2 Ly / = 
有 | Se | (9. 311) 
2 如， Oan 


其 中 必 一 (wu ) 为 垂直 于 工 轴 的 平面 上 的 矢量 ,而 


| =! exp( 司 


| 人 


分 别称 之 为 法 向 动能 调节 系数 、 切 向 动量 调节 系数 。 函 数 
T(z) 一 去 | expCzcosg) dy 《9..313) 
为 第 一 类 零 阶 变型 贝 塞 尔 函 数 。 易 见 , 当 w-0 时 式 (9. 311) 关 于 
v, 的 因子 成 为 6 函数 ,有 wv 二 vi; 当 w 一 1 时 式 (9. 311) 关 于 vw ,的 因 
子 成 为 与 v /无 关 的 麦克 斯 韦 分 布 。 当 a, 一 1 时 式 (9. 311) 关 于 vw 
的 因子 成 为 与 v' 无 关 的 麦克 斯 韦 分 布 ; 当 ww 一 0 时 利用 I,(x) 在 | 
z| 一 co 下 的 渐 近 展开 ， 
Ji(z) 一 -Pb 〈 正 实数 = -> co (9. 314) 
A 正 实数 ) 


TZ 


R(v '—>w) 


(9, 83129 
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依 此 , 式 (9. 311) 关 于 v 的 因子 为 6 图 数 , 故 从 式 (9. 312) 知 4d 一 
co 相当 于 完全 重 反射 ;gd-~>~0 相当 于 镜 反 射 的 边界 条 件 。 进 一 步 
得 到 


i 1 » _ expz[*" 1 ， 
To(z) 2 直 |， exp(z 一 方 5 jdy 一 sz|， exp( 2 zp jdy 
积分 上 限 变 为 ce 就 是 式 (9. 314) 。 
9.5 杨 - 巴克 斯 特 方程 
9.5.1 9g 运算 


g 运算 可 用 于 处 理 杨 - 巴克 斯 特 方程 。 
设 g 为 非 单 位 根 的 非 零 复数 ,对 nEZ 


gr" 关 1 (或 0) (9. 315) 
定义 
[m] = pp limfm] = m (9. 316) 
[—m| =— [ml] 
| [等 向 
[i 和 竺 1 
由 于 式 (9. 315) ,因此 当 mm 关 0 时 
[mj] 关 0 (9. 317) 
[mj 对 gd 变换 保持 不 变 。 一 般 取 m 为 整数 ,得 
[mj] = S dr (mEN) (9. 318) 
定义 阶乘 ， 
[mj! = [mjLm— 1j…[1] 
[a = 二 (m € N) (9. 319) 
[—mj!—>% 
检验 知 ,对 /mm、nEZ, 有 


q"[mj+g"Ln] = [m++n] (9. 320) 
[mj[nj = [L2 十 中 L2 一 中 十 [2 一 2 十 和 LO] (9. 321) 


据 此 ,得 到 


n 


[ma[ = mtn i tm tI] 
-ttm Dn 
(9. 322) 
及 
gnj—gLm]= gg" [nm—m] (9. 323) 
定义 组 合 数 ， 


= [Lm] eu m]l ea “0. 3 


] 马 8 
和 0 (nn 二 m 或 m 二 0) 二 剖 克 
mJ 1 (n= 二 mm 或 m = 二 0) 
gq 组 合 数 对 g->g 变换 保持 不 变 。 依 式 (9. 321) 
sn 一 外 
| 上 = | 上 > | (9. 326) 
m m m— 1 
推广 之 ,可 有 
i 十 =- 2 gota bod (9. ap7y 
殉 十 1 pe m 
对 于 复数 > 和 正 整 数 ”， 
加 一 动 "二 2 je" 
m=0 m 
i (9. 328) 
dw 
加 一 0 m 
在 g 运算 中 有 恒等式 


ml n 
[I (1 2z02 ) < >， ( la eg" (9. 329) 
r=0 入 一 0 m 
全 = [十 7 一 1 

Ta-=-x2= 7 四 erg (9. 330) 
r=0 7 一 0 m 


证 明 : 利 用 归纳 法 。 当 n= 二 1 时 式 (9. 330) 式 (9.329) 成 立 。 设 两 
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式 对 克成 立 。 
由 式 (9. 326) ,得 


a +1 

> ) (一 D"|” ar 

7 一 0 772 

Lian n n 
-reg (ar em |, ea 

m=0 m J = 


其 中 第 一 项 在 m 王 n 十 1 时 为 零 . 第 二 项 在 m 二 0 时 为 零 ,对 第 二 
项 作 求 和 指标 变换 m 二 m 十 1, 对 mw 从 0 到 nn 计 和 ,于 是 式 
(9. 331) 变 为 


S$ [Dr m li ls (一 Tazraairfonvn| | 
m 


m=0 


= Dr" m “de ja=-am = J -wg” 
”==0 
即 为 式 (9. 329) ;对 式 (9. 330) , 取 


(1 
m 
< +m—1 二 mm 一 1 
Ss | + gq | jr 
m=0 m m—1 
二 S [一 mtl [es 


m=0 


mym(ntl—1) 


J 
zd 


前 一 个 求 和 的 第 二 项 在 m 二 0 时 为 零 , 作 求 和 指标 变换 后 恰 与 第 
二 求 和 式 相 抵消 。 前 一 个 求 和 式 的 第 一 项 正 为 式 (9. 330) 的 左 
边 , 至 此 式 (9. 330) 证 毕 

利用 二 项 式 定理 ,可 以 得 到 若干 恒等式 ， 


vl Dn 
I (1 一 202) 笃 当 [Ila —zg”™”) [| (1 yy) 
n=0 


a=0 m=0 


-co 上 6 ce 站 [ea 
b=0 p=0 p 
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变换 b>6b 十 p 二 +, 有 
VY Si ey rayr(v-l1)+p(ut “| 有 | 本 


r=0 p=0 六 一 办 -办 
= 202 ) a Sax ] )rz" Re | 
比较 xz" 的 系数 ， 
| BD || | (9. 332) 
r p pr—p 


对 p 的 求 和 范围 是 使 后 面 的 量 不 为 零 的 p 取 值 范围 , 即 


u 
% 
展开 式 (9. 332)， 
Dag: plut)—m ‘Lpl!lfu—pj!llr—pj!lLv—r++p]! } 
p 


= {Lut+vl!llud!lLv)!llrj!llu tv orj!}) 


p= max| | min 
六 = 二 站 


(9. 333) 
从 式 (9. 329) . 式 (9. 330) ,得 


| 


| | 
[aa = [[ Gy”) [| 0 — 2”) 


m=0 i 


= 上 | | A hg plut) 


b=0 p=0 


变换 b>b 十 p 二 r+, 有 


家 a 
2 ge 2 {== vr| 在 区 | 国 


六 一 此 
=D -my 和 = Da rr i 
六 
比较 = 的 系数 且 命 v 一 :十 一 
Is > (一 1)2g#lPer 2 (9. 334) 
p 


r 


展开 之 ， 
* 500 。 


+{p(u—u—rtl1)+m} 


p [Lv 三 淘 ]! 
2 pe 


蒜 一 证 | 而 一 产儿 
2 Ne (9. 335) 


也 从 式 (9. 330) 知 


zt 一 1 u—l 
站， 他 — zg*)7 ee [I (1 一 如 加) [II = zgq"g”)! 
a=0 m=0 


n=0 
VS he = "eg 1) $l | 区 一 erg 
a b p=0 中 
变换 b>b 十 p 二 +, 有 


SY wg 本 人 I ee 


p=1 bp r= 
Da yey _ 1 
= |]] dy = Dg te | 
a=1 r=0 
比较 z" 的 系数 ， 
Is。 gb le an ned 


: p p rr» 
(9. 336) 
[六 十 次 一 1]![% 十 La /ee 1]! {p(tvu)—n) 
> a si 4 
_ [utv+rm1l[u 1l![v—1]! 
[rj!ilu+v—1]! 
(9. 337) 
记 单 位 根 的 g 为 qu, 设 
1( 或 一 1) (p 为 奇数 ) 
4 —2= | (9. 338) 
. 一 ] (jp 为 偶数 ) 
其 中 p 二 1, 使 
limlnp] =0 
人 (0=a<=p) (9. 339) 
limlaj 关 0 


Iqo 


当 dg 一 do 时 的 [nj 记 作 [nj。 , 今 以 英语 字母 表示 非 负 整数 ， 以 希腊 
字母 表示 小 于 p 的 非 负 整数 。 
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依 式 (9. 339) 、 式 (9. 316) 知 ， 
[np tajo 一 和 "Le [np—al 王 一 妇 [ae] (9.340) 
从 而 


| 
只 | 一 (9. 341) 
a = 


式 中 下 标 0 表示 q 取 go ,分 解 因 式 ， 
[np|] en gp 十 gor22 十 … 十 gorDp 


[p] gr—gr? 
(9. 342) 
由 式 (9. 338)， 
lim [mp] =- nA™! 
qrYqo 中 
(9. 343) 
lim L221 一 
9~90 [up] 
可 以 证 明 ， 
n a 
| | | EC 2 ) 
m1]-| | I 
0 (a<=p 


加 | wl + | 
= (— De (ool | ]] 别 | 全 去 商 


(9. 345) 


i I twp + J Cut Dp 


lim 
py rp—11 1 Cup + 


gqgo gqgo 


reerpvahli fice-ur ost 
六 [wi [i 


l=1 r=1 


»。 502 。 


Ea 一 A pathl) nap) lim ea LJ: + i. 


990 a&—& ! 
(II n 一 二 J ee 一 A {pt ) () 加 | 
注意 到 愉 三 1, 式 (9. 344) 第 一 式 证 毕 。 当 a 二 8 时 分 子 Lrpj 的 因 
子 比 分 母 多 一 个 ,有 式 (9. 344) 第 二 式 。 当 a 二 B 时 分 子 除 掉 一 个 
因子 后 ,给 出 


m| | a 


TT tnp + 开 [wm 一 Op 一 站 [om 一 加 加 


! 三 1 


= lim 


9-=90 8 - 
lI Eu, + rll Cspjtp] 
II Hr ppt 
于 Hew 十 均 | 


DR | [8=& 二 1]! 
1 i 


== » (I 九 一 “十 i 


— (1)Aal Jautpntpu(n-l)—l 台 Ee | B11 | 
(— De (jc 二 | ， | ta 
式 (9. 345) 证 毕 。 

关于 对 求 导 运 算 ,“” 表 示 对 g 求 导 ,有 


[np 十 oj = Li ~ 


= i {Cnp t+a)(g*™ +g — [npt+a]L2])) 


q 
但 是 ,对 1<a 二 p 一 1， 
pa 一 He 
lim =— lim (9. 346) 
maogqd Tq qq qd 一 
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im 二 se -= = lim mn[mp | 


9 90 Lup 土 aj 
| ( 土 np Pt ” 
2 | Fa [2j6 | (a 2 关 0) (9.347) 
lim[np] = 3 (9. 348) 
gqo 


计算 得 到 
/pt wpi yy nwWpu [2 
lim 2 ( pnp Eo ol =—1 A lal 
(9. 349) 
B==p 一 1 时 式 (9. 349) 为 零 。 式 (9. 341) 对 gq 求 导 ,g 二 gj 为 零 ， 
推出 


qq0 y=1 


lim (PE) =0 (9. 350) 
/Lnp)\, 
lim( F203 ) =0 (9. 351) 
同 理 ， 
d p= [wp [uwptv] 
a ema p+B Se op 
> uh (9. 352) 
yo 
当 a 三 B 时 ， 
npia 
ji 千村 | | 
ow dq Lup+tB 


np ivy] ,< [FnmutD pv 
= lim {> 1 a 2 [mu 1)p—v] 


[up i+v] [Ey] 
= Ee 时 | 


a J (np — up 十 vy)[2v jo [2v] e vy[ 2v Jo 
i 


v=B+1l ,一 1 


tim "rl tal 


[np t+v] \ [Cn Wp—v] ‘\ [up tv] 
=lim {> i + [Nip—w) | 
(np — up — WL2y 1] 
a [Lv] 


-p+ 和 +r) 


(9. 353) 
9. 5.2 六 顶 角 统计 模型 


二 维 类 冰 格 点 模型 属于 六 项 角 统 计 模 型 。 

该 模型 横向 n 个 格 、 纵 向 m 个 格 ,并 具有 周期 性 边界 条 件 , 即 
横向 第 0 列 与 第 列 重 合 ,纵向 第 0 行 与 第 m 行 重合 ,形成 环 面 。 
格 点 上 放置 氧 离子 ,每 个 氧 离 子 和 周 用 4 个 氧 离 子 由 共 价 键 联 
系 ,2 个 氧 离子 较 近 、2 个 氧 离 子 较 远 ,构成 一 定 的 组 态 ,如 图 9. 13 
所 示 。 在 图 上 以 有 向 键 将 相 邻 的 氧 离子 ( 格 点 ) 联 系 起 来 ,箭头 指 
向 所 离子 较 近 的 一 侧 。 每 个 格 点 共有 六 种 可 能 的 组 态 , 分别 对 应 
能 量 从 s 到 ss 。 为 方便 取 si E€2 8E3 6E4 E€5 56 , 称 之 为 零 场 模 
型 。 向 右 或 向 上 的 稍 头 用 1 表示 ,向 左 或 向 下 的 箭头 用 一 1 表示 。 
每 个 格 点 的 状态 用 四 个 符号 表示 :上 、 下 方向 用 A、A', 左 、 右 方向 
用 6.8, 且 有 


人 和 十 区 二 A 和 十 多 (9. 354) 
如 图 9. 14 所 示 。 系 统 的 配 分 图 数 2 为 


Z= >)exp( 一 6p>)ej)= 2), [| Bw (6,8) (9.355) 
《》 l ‘1M: 7 
a 1 
i 表示 组 态 ,8 二 = 
这 里 个 表 7 组 ; B ET 


(CE ) 一 exp( 一 庆 ) 为 每 个 格 点 对 配 分 函数 的 贡献 。E 称 
Pe s 间 汉人 称 为 二 维 空间 次 为 YX 空间 中 的 4X4 
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a & 
全 St 名 ® - 三 = 一 
& 
83 
一 -全 | 人 一 
E 26 
网 9. 13 
A' 


图 9. 14 


和 矩阵 。 
对 所 有 可 能 的 组 态 求 和 ,就 是 对 每 个 格 点 ,这 些 4.E 满足 式 
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(9. 354) 。 对 组 态 求 和 也 可 分 行进 行 ,如 图 9. 15 所 示 第 7 行 的 组 
固定 全 部 参数 Ai .Ai ,对 所 有 & 求 和 ,得 到 转移 矩阵 xir ， 


No 


图 9.15 
空间 中 , 维 数 是 2 ， 


是 nn 个 矩阵 的 直 积 ,定义 在 "2 
fy ) (9. 356) 


Wj 一 2 I[%@ (@, 61) = tr(y 
式 中 4d’ 二 站 (AH .机 = 一 (人 好 ;tr 
ch Y 求 迹 。 
0 
= 2 3 wn Hr" Mr sp(%™”) 
(A) An) 
其 中 wy” 为 m 个 x 和 矩阵 的 积 ,sp 为 在 空间 %”" 求 迹 。 
依 配 分 函数 可 计算 系统 的 热力 学 函数 。 设 自由 能 下 为 
A lim lnZ 
车 x 可 对 角 化 ,本 征 值 为 1、Xs、…, 最 大 本 征 值 为 Xo, 则 
ls Ny A Ne 
Fo 二 ln 人 bas ta | 
6 lim 一 ln (9. 358) 


于 是 该 模型 需要 计算 x 的 最 大 本 征 值 。 式 (9. 356) 简 化 为 
A = tr 多 (9. 359) 
F= hh 
奶 为 YX 关 空 间 的 4X4 和 矩阵 ,% 为 ”空间 中 第 7 个子 空 间 。 
式 (9. 359) 的 乘积 对 于 辅助 空间 为 通常 的 矩阵 乘积 ,对 于 光 ”“ 空 
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《9. 357) 


和 个 一 


间 为 矩阵 直 积 。 固定 EC , 依 图 和 3 以 及 E1 ES3 Ed4 HES 
E6 知 


时 a 0 @ 0 
要 而 下 二 ) ley | ) 
0 5b 人 四 
0 ce p 0 
mld = ) Any =| ) 
0 0 0 a 
a = exp(— Bei) 
| = exp(— Be3) 
c= exp(— pes) 
而 1 二 一 1。 把 Y 表 示 成 4X4 矩阵 ， 
a 000 at+b ab 
yg i055¢c0_|? DE I 
I 4 十 a—b 
C G 十 2 i 2 Oz 
0 .00 & 
(9. 360) 
0 为 多 空间 的 泡 利和 矩阵 。 


7 为 参数 a.b、c 的 矩阵 函数 ,7 为 参数 a .bc 的 矩阵 函数 。 
如 果 存 在 4X 空间 的 矩阵 RR ,使 
RCUW XL1) = (1 WR (9. 361) 
式 中 妇 、4 关于 空间 作 普 通 的 乘积 ,那么 
R(TF xF’) = RIC(E + I x Lh, XL,)] 
= [XB RR= (YY XR 
(9. 362) 
取 迹 ， 
[%,H’]=0 (9. 363) 
,9 的 差别 仅 为 参数 取 值 不 同 。 称 式 (9. 361) 为 杨 - 巴克 斯 特 
关系 。 选 


a 0 0 
0 LA bp” 0 
R= |。 pp we (9. 364) 
[ 
0 0 0 a 
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将 式 (9. 361) 表 达 出 来 可 有 参数 的 3 个 独立 条 件 ， 


[aaa 0 0 0 0 0 0 0 1 
0 dg ae- 0 dca’ 0 0 0 
0 bi 十 cac pic tdab 0 Voa’ 0 0 0 
0 0 0 ha’ 0 bl 二 ccc bac 十 co 0 
0 db +bac ccc 十 bp 0 人 0 0 0 
0 0 0 ba 0 ab +bc’ cac + 0 
0 0 0 dca” 0 ac- a 0 
L0 0 0 0 0 0 0 daa | 
faaa” 0 0 0 0 0 0 省 
0 boa” bce teab 0 bl” + cac” 0 Vy 
0 aca” age 0 CO 0 0 0 
_ | 0 0 0 bac’ + ecb 0 bab +cce cha” 0 
| 0 Aha” ce + Vay 0 cb + bacy 0 0 0 
0 0 0 CO 0 ab a'ca” 0 
0 0 0 bb + cac 0 cab 4bc” bba” 0 
|L 地 泡 0 0 0 0 0 aaa’| 
abc =Vac teeb 
|e a =Vecb +dac (9. 365) 
oa =Vee +dab 


式 (9. 365) 为 关于 a .Vc 的 线性 齐 次 方程 ;方程 存在 非 零 解 的 条 
件 是 其 系数 行列 式 为 零 ， 
a? pb —c? a’? 十 2 一 cc 


Dap 一 pp = COS7 (9. 366) 
它 的 关系 如 图 9. 16 所 示 。 取 
a = rsin(u 二 Ty) wa“ 一 rsin(v 十 7 
b 一 rsinu b’ = sinv (9. 367) 
c= rsinn € = r sinn 


式 (9.365) 对 (a ,b,c ) 与 (a ,Wc ) 交 换 保 持 不 变 ,给 出 
a = sin(u—v 二 DD 
“一 sin(u— v) (9. 368) 


1 : 
Gh Sin7 
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图 9. 16 


命 
A(lu) B(u) Be 2 
RW = (Cory Do hom 
7 为 公用 参数 , 视 作 常 数 ; 令 
_N Sil(u— 
一 sin(u 一 v 十 7 
de sinn 
We sin(u —v 二 7) 
取 状 态 |10) 满 足 
O+ (7) | 0》 一 0 
计算 知 
Dl(u) | 0) = risim' (u) | 0)》 
CQ 07 =0 
Blw) | 0) 0 


A(u) | 0) = rsin (ut 7) | 0》 
另 设 x 的 本 征 态 为 [| BC(v;) | 0》 ,有 
t 


[AQW + DO)I I BC,) | 0) 
J 


Alv) 
C(v) 


sp 
D(wv) 


(9. 369) 


C9, 370) 


C9. 871) 


(C9: 812) 


一 | sin’ (u 十 nD [ec 一 WU) 十 sin”(w) le = v) 71]: 
了 


IILBcw) 1o 一 mr (R= Cs Cw + DI 一 o 


—sim Cv) [Tew —w) BW IB) 10)) GD 
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(9..3789 


取 习 使 


sin”w, élv—v) 
sin"( 十 = || é(v; — vi) 
a 产 1 he vi 十 7) 
二 人 sin(v, — vi 二 7) 人 


这 里 六 /二 1,2,…,n 且 j 关 L;n 为 向 下 自 旋 态 数量 [[ BGv) | 0) 
为 % 二 A(u) 十 D(w) 的 本 征 矢量 ,本 征 值 为 
1 一 msinr(z 十 妨 ][sw 一 0 十 msin(z) [[é(u— vw) 


(9. 375) 
参数 ru.7 符合 式 (9. 367) 。 该 方程 组 求解 困难 ,但 是 对 热 
力学 极限 , 即 当 nm、n er ti hl。 
杨 - 巴克 斯 特 方程 为 三 个 空间 的 直 积 空间 % X%X% 中 的 
和 矩阵 方程 ， 
Ri% (uDRY (ut vn RY (v,n) 
=R?2% (v, NDR (utv, DR (xy (9. 376) 
R 和 矩阵 仅 作 用 于 两 个 直 积 空间 ,对 第 三 个 空间 的 作用 相当 于 恒 等 
变换 。 杨 - 巴克 斯 特 方 程 包括 两 类 参数 :一 类 为 量子 参数 y, 所 有 
R 的 量子 参数 都 取 相同 的 值 , 男 一 类 为 谱 参 数 ,各 个 R 的 谱 参 数 
取 值 不 同 , 却 可 建立 一 定 的 关系 。 量 子 参 数 , 谱 参数 的 物理 意义 
与 研究 的 物理 问题 有 关 。 和 杨振宁 得 到 解 一 一 杨 解 ， 


Ri yi 人， 


十 J 
uO—i 0 0 0 
1 0 | 0 
二 一 一 -一 9. 377) 
比 十 可 0 一 了 u 0 


0 0 0 让 一 地 
J 为 耦合 常数 (量子 参数 ),Q 为 两 个 空间 的 对 换算 子 ， 
Q:%X%—>h XY 
Q:aXb—>bXa 
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在 二 维 类 冰 格 点 模型 中 ,量子 参数 . 谱 参 数 均 和 格 点 能 量 有 关 ， 
exp( 一 Bei) = rsin(u+t 7) 
[eacas = rsinu (9. 378) 
exp(— Bes) = rsiny 


得 到 
sin(u 十 7) 0 0 0 
0 sinu siny 0 
R(u,n) =r 
0 SIn7 sinu 0 
0 0 0 sin(u 十 


(9. 379) 
式 (9. 369) 称 为 巴克 斯 特 解 。 因 为 杨 - 巴克 斯 特 方程 为 齐 次 方 
程 ,R 可 乘 任意 因子 ,所 以 式 (9. 379)、 式 (9.378) 前 的 系数 可 舍 
弃 。 当 杨 - 巴克 斯 特 方程 涉及 的 三 个 空间 加 、%、% 相同 时 式 
(9. 376) 变 为 
R2 (u, DR (ut vu DR’ Co = Rv DR utv, DR (u,n) 
(9. 380) 
若 量子 参数 . 谱 参 数 以 指数 表示 
X= expu 
| 一 expv 
q = expy 
则 式 (9. 376) 表 达成 
RY (zx,g)Ri (ry,g)R”(y,g) = RS(y,g)R (ry,g)RY (zr,g) 
(9. 381) 


9.5.3 巴克 斯 特 解 


杨 - 巴克 斯 特 方程 为 高 度 非 线 性 方程 。 当 二 % 王 % 时 将 
杨 - 巴克 斯 特 方程 解 R(u, 力 在 量子 参数 1 - 0 附近 展开 ， 

RY (u,n) = a(l 二 +bLrs (u) +cllyt dyry 十 …} (9. 382) 
其 中 x .dj 为 取决 于 谱 参 数 的 矩阵 ,c 为 取决 于 4 的 常数 ; 归 一 
化 常数 a 可 依赖 于 x、 7 为 和 ,7 了 无 关 的 常数 。 把 它们 代入 式 
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(9. 380) ,方程 两 边 7 的 零 次 .一 次 项 相等 ,比较 7 二 次 方 项 ,得 到 
[Lriz Cu) ris (uv) 二 Lriz Cu) ,ras(v)] 
十 [rs(u 二 v),rzs(v)]= 二 0 (9. 383) 
式 (9. 382) 称 为 经 典 杨 - 巴克 斯 特 方程 。 显 然 经 典 杨 - 巴克 斯 特 
方程 更 易于 求解 ,并 可 得 到 有 理解 和 三 角 解 。 本 节 将 表明 巴克 斯 
特 解 一 一 式 (9. 379) 属 于 三 角 解 。 
命 杨 - 巴克 斯 特 方程 解 中 的 谱 参数 取 统 一 值 , 即 
& 一 & 十 忌 一 了 (9. 384) 
方程 的 一 个 解 为 
uU=v=0 (9. 385) 


当 二 0 时 式 (9. 379) 与 对 换算 子 Q 成 比例 , 据 此 得 到 R, 为 常数 
矩阵 ,得 不 到 有 意义 的 辫子 群 表示 。 式 (9. 384) 的 另 一 组 解 为 

U 一 忆 一 co (9. 386) 
巴克 斯 特 解 式 (9. 379) 由 六 顶 角 统计 模型 给 出 ,具有 和 较 高 的 物理 
对 称 性 。 今 移 去 式 (9. 379) 中 的 因子 rsin(x 十 7) ,使 之 满足 么 正 
条 件 ， 


1 0 0 0 
sinu sin7 
sin(uT 7 sin(x 十 7 
R(u 9 7 
Sin7 sinu 
sin(u 十 7 sin(u 二 +) 
0 0 0 由 


ROu,DR'(—u,n = 1 
本 (9. 387) 
R’'(u,n) = QR(u,n) 

作 变 换 ， 


R pyr (us) = | 
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1 0 0 0 


sinu sinnyexp(— iu) 
sin(u 十) ji ) 
R’'(u,n) 一 . , Sm 
sinnexp(— iu) sinu 
Se ee 0 
sin(u 十 办 sin(u 7) 
0 0 0 1 
(9. 388) 


不 难 验 证 ,变换 后 的 解 满足 式 (9. 380) 及 么 正 条 件 式 (9. 387)。 省 
略 撤 号 , 置 


工 一 exp( 一 222) 


q =exp(— 17) 
推出 
1 0 0 0 
0 (1— 2g 上 = 全 0 
1 0 1 一 次 芯 
Wd (9. 389) 
0 元 忆 一 到 ) (zg 0 
1 一 2 1—wy’ 
0 0 0 1 
取 极 限 ， 
1 0 0 0 
Rl (9. 390) 
0 g 1l1—@ 0 
0 0 0 L 
1 0 0 0 
Rt 
ee q 0 0 
0 0 T 
式 (9.389) 在 q 一 1(7 一 0) 附 近 展 开 , 有 ， 
R(x,g) = 1— (q—D|r(z) -a ht 
(9. 392) 


。514 。 


1 一 六 0 0 0 


人 1 0 一 外 一 这 4 0 
TW | 4r —1l—zx 0 
0 0 0 1 十 z 


式 (9. 392) 就 是 李 代数 直 积 空间 中 的 三 角 解 。 
9.6 无穷 粒子 系统 的 平稳 分 布 


对 于 Schlgl 模型 , 设 状态 空间 为 
E={0,1,2,…)*? (d 宇 1) 
2 表示 d 维 空间 中 具有 整 点 坐标 的 点 集 , 刁 是 不 可 数 且 既 非 局 部 
紧 也 非 6- 紧 。 算 子 
AQf (x) 一 > Az) OLfzre,) — f(x)] 


2 


十 2 OH 一 eu) — f(z)] 


十 EN 十 e,) 一 f(x)] 


这 里 Ai MA? Ms、 b 为 正 实数 。 (P(u,v) : u,v€ 2 ) 为 转移 几率 矩 
阵 , 算 子 2 不 可 逆 。 

Schl6g] 模型 在 数学 上 建立 了 一 个 无 穷 粒子 系统 模型 ,下面 
进一步 讨论 粒子 系统 的 平稳 分 布 问题 。 


9.6.1 弱 收 敛 性 
定理 9.1 若 jpn(n 之 1) 为 由 集合 拓扑 生成 的 oc- 代数 6 


构成 的 距离 可 测 空间 (E,6) 上 的 几率 测度 , 则 下 列 论断 等 价 : 
(1) 取 C;(E) 为 EE 上 有 界 连续 函数 的 集合 ,对 FE Cs CE) 


lim| fp = | a 
(2) 取 UCE) 为 上 上 有 界 一 致 连续 函数 的 集合 p 为 任意 拓扑 
等 价 距离 ,对 /EU,(E) 


lim| /dp = | fdr 
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(3) 对 于 五 中 的 闭 集 C， 
lim mm(C) < pO) 
(4) 对 于 玉 中 的 开 集 G， 
lim mm(G) (0) 
(5) 对 于 BE €、u(9B)==0 
lim p(B) = p(B) 
定理 9.2 以 ZE) 表 示 完 备 可 分 距离 空间 (EE,6) 上 几率 测度 
的 集合 ;为 使 CFCE) 是 相对 紧 的 , 即 在 弱 收 钱 拓 扑 下 的 闭 包 为 
紧 集 ,其 充 要 条 件 为 对 es>0, 存 在 紧 集 K.CE, 得 到 
证 直下) 一 全 
APAEA 
这 里 M 王 内, 弱 收敛 拓扑 是 由 开 集 
{P|Pe xE): ||fap—|fe0|<e) 
生成 的 拓扑 ,其 中 es>>0.OE 宛 BE) 、AEC CE)。 
定义 9.1 称 AEG 为 紧 函 数 , 如 果 对 每 个 dCEL0, 十 ce)， 
{XEE|h(zx) 壹 d) 为 紧 集 。 
定理 9.3 为 使 UCCE) 相 对 紧 , 充 要 条 件 是 存在 紧 了 少数 h, 有 
sup hdy Co 
HEM. 
证 明 : 充 分 性 。 对 每 个 s 盖 0, 只 要 取 
庆 ;s [> 攻 ElhCz) 和 | 
E 
于 是 
z| h(n) > 二 < sup Elidu<e 


Sup Ch ) 一 Supye [2 
必要 性 ， 对 每 人 ?过 1, 取 紧 集 Ki 使 
supu (Ki )< 
EM n 


h(zr) = inf{n 宇 1 | TX 和 天 ia } 
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表明 
[中 
{TEE|Ih(r) d= (rEE|h(z) 过 [dl}= U Ky 
为 紧 集 ,而 


sup] ad i | id < sup > (nt Dpulh>n] 
A 六 二 


HEM zl [en] 


雪 Bi (nt Du(Ki) < mp 和 ! 0 
HEM n=1 AE M n=1 7 
定理 9.4 心 弱 收 敛 于 /w 的 充 要 条 件 是 对 每 个 下 半 连 续 f € 
ca ,有 
lim| fap > | fd 
证 明 : 若 B 为 开 集 , 则 Is€ 6 为 下 半 连 续 。 表 明 条 件 是 必 
要 的 。 
若 对 有 界 的 f 已 真 , 则 依 fAANE E64 (6 表示 实 值 可 测 ) 为 下 
limps(f) > lm (f A N) pf AN) 
和 单调 收敛 定理 给 出 
limy,(f) > pf) 
而 
pf = fdr 
故 可 将 问题 归结 为 上 是 有 界 的 情况 。 以 元 艺 蔡 代 厂 ,不 妨 命 
0 过 f 二 1。 最 后 , 置 


知 f 为 下 半 连 续 , 而 且 对 每 个 zx, 有 最 大 使 
rEAwm (0ZkZh) 


“BF 汉 


ITE An (ko+l<k<mOom1) 


得 到 
ko 
| f(z7) — folz) [= fee — LDL CD)| 
Mm A=0 
到 _ 名 | 一 工 
-| re) = 
推出 


limpn(f) 之 limypo (fm) 和 Jimpo (Am ) et 
1 习 i = 1 
> An) = i 


Mm j=0 


当 m>oo 时 ， 


之 


mr 人 方 之 AD 门 
今 考 虑 乘积 空间 。 设 S 为 任意 可 数 集 , 多 为 S 的 有 限 子 集 
的 集合 。 对 每 个 ACS, 置 乘积 空间 


E= |1IE. = 1]. 
uEA uEA 
任 给 PEES), 定 义 有 限 维 分 布 
paA(XB)=Plr€EFE :rE€EB,u€EA] 
u€EA 


式 中 BE 6 .nu€AEZj, 表 明 (pa1AE} 是 相 容 的 。 反 之 ,由 扩张 
定理 ,对 于 任 给 的 相 容 族 {pa |AE Fj), 它 唯一 确定 PEZ(E), 于 
是 P 二 {pa1AE 和 多} 总 有 明确 含义 ; 男 一 方面 可 视 (x, 1uE€ S) 为 取 
值 于 (E, 人 以 wuES 为 参数 的 随机 过 程 ( 坐 标 过 程 ), 对 此 称 PE 
(EE) 为 随机 场 。 

在 (EF, 仿 ) 上 定义 距离 ， 

pa (元 ,7) = Douilxisys) (ZTE Es) 
uEA 

在 9CE) 上 定义 有 限 维 分 布 弱 收 敛 拓扑 ， 


pA —> ga (A € 1) 
这 里 PP, 二 (pp : AEF).Q 一 (gs : AEF) ,该 拓扑 即 由 下 述 开 集 
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(P|| [pep 一 | ceocdz| <e) 
本 Et 


生成 的 ,而 QE KES) .e>0.AEgE Cs(E*)。 这 样 《CES) 上 的 
拓扑 均 指 该 拓扑 。 
定理 9.5 集 %ES2Es) 相 对 紧 的 充 要 条 件 是 :存在 紧 函 数 族 
{huE€ES)、 常 数 族 {C, |uES), 使 
Jh C0 pin Cdz) Po 


对 于 每 个 P 二 {ps 1|AEZj) 成 立 。 

证 明 : 先 考虑 为 相对 紧 的 当 且 仅 当 对 每 个 AE 7, 测度 
族 pa 

P={ps|AEF}EN 

依 距离 ps 是 E* 上 的 相对 紧 集 ,必要 性 显然 。 关 于 充分 性 ,可 取 
P" 二 {p21AEFj) ,使 {( 扩 ) 窟 1 对 每 个 AEF 弱 收 合 于 ps。{pa|A 
EF7} 是 相 容 的 , 故 PP, 二 {p41AEHEUES) 有 征 P" 依 有 限 维 分 布 
弱 收 敛 于 Po。 

其 次 ,应 用 上 述 的 结果 于 A 二 (wu) ,表明 条 件 是 必要 的 。 男 
外 ,如 为 紧 函 数 (uE 5S), 则 对 Ao Ej， 

ha (Tz) = yeh Gy (TE Es) 


也 定 (E ,ps4) 上 的 紧 函 数 。 从 假定 
“| i Dpn (dz) < DC, 


Emo u€E Ao 
P={fa|AED}EY 
应 用 定理 9. 3 于 紧 函 数 hi 得 知 {pa, |PE 2} 为 相对 紧 的 ,证 明 条 
件 是 充分 的 。 


9. 6.2 平稳 分 布 的 存在 性 和 唯一 性 


9. 6.2.1 存在 性 
定理 9.6 设 (E, 人 为 任意 的 可 测 空间 , PCz,dy) 为 其 上 转移 
。5]19 。 


几率 函数 。 如 果 存 在 AE ,6 .0 委 C 所 co .0 所 c<<1,6 为 实 值 可 
测 ,使 


|Peedanpaoy SCHehlr) (reE) 
那么 对 于 PCz,dy) 的 每 个 平稳 分 布 x, 有 
| rdrncz) < 
证 明 : 依 假设 知 , 若 以 P" (zx,dy) 作 为 P(x,dy) 的 nn 重 卷 积 , 则 
PY Crdyhy) < CG 十 ce 十 …… 十 cr th) 


忆 


(TE E,n 宇 1) 
取 
AV=hAAN (<N<~) 
于 是 从 
JaCdr)he™ (zx) = jacan|p® (zx,dy)h™ (y) 
给 出 


JrCanh®™ Ce Jacaz) mm|Pp™ Crdydh oD Cyy 


<|rdDic = 二 


CE l—e 
命 N^co, 即 有 崭 语 。 
定理 9.7 设 对 每 个 xE S ,存在 紧 函 数 六 E.G ,使 
Pu (Tu Os) Zh, x) Sup hu (OR, oo (9.393) 
而 且 存 在 常数 KE [0,co) .常数 JE (0,co) 使 
J Crsd) 9) — 0)) SK— mhz) (9.394) 


这 里 h(x) 二 2》 hr)k。 ZEEw ,n 之 1。 结果 


ME An 
(1) 对 每 个 n 宇 1, 过 程 P,(z,z,。) 有 平稳 分 布 。 它 的 每 个 平 
稳 分 布 x 满足 


Jd hz) (9. 395) 
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(2) 过 程 P(t,x,* ) 也 有 平稳 分 布 r, 它 可 作为 {zr) 呈 :的 弱 极 
限 得 到 ,并 满足 


JaCdnhcz) 人 (9. 396) 


式 中 h(x) = 2 p(x ,0 )k, 


uES 


证 明 : 第 一 步 由 式 (9. 394) 和 比较 定理 
|P,Caszsdy) hy) GPR — 1 hb,(2)exp(— 


ZEE 7 二 1; 记 马 为 了 (oz ，。) 的 平稳 分 布 的 集合 。 固 定 i 过 
0, 应 用 定理 9. 6， 


| dj) 这 PK cs 


— ‘expb(— p62 
但 左边 与 i 无 关 。 令 0 推出 式 (9. 395)。 
第 二 步 固定 :全 0, 以 多 ”表示 离散 参数 马尔 可 夫 过 程 Pw” (1， 
X，*) 二 P, (mt,x，，) 的 平稳 分 布 的 集合 。 已 证 到? 关 $ 且 为 紧 
集 。 对 此 , 置 
C= exp(Ki)—1 6 二 全 BC 一 237) 
PCzydy) = P(t,x,dy) 


(mr EF) (9.397) 


则 依 第 一 步 ， 
|PCzsdyh ty) Ch ty dz EE By 
由 于 有 为 紧 函 数 , 而 
[xz € Es :h,(r)] CX Lh, < dk | (9. 398) 
u€EA, 


右边 为 Bo 中 的 紧 集 。 又 ,作为 下 半 连 续 函 数 之 和 ,六 也 为 下 半 连 
续 ,从 而 Lh,(z)<qdj] 为 ES 中 的 闭 集 ,也 为 紧 集 ,表明 为 上 的 
紧 函 数 。 另 一 方面 可 知 ,作为 ES 到 几率 测度 集 上 的 映射 ,x 一 P(x， 
dy) 关 于 弱 拓 扑 连续 ,因此 对 每 个 关于 距离 zw 有 界 Lipschitz 连续 


的 函数 gp, z-> | P(z,dy)g(y) 连续 。 利 用 以 上 事实 便 可 以 证 明 7" 
尖 $, 而 且 对 每 个 x, €F0, 式 (9. 397) 成 立 。 进 一 步 ,由 x 一 |Pez， 
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dy)g(y) 的 连续 性 式 (9. 397) 及 定理 9. 5 知 23? 是 紧 集 。 
第 三 步 证 明 允 天 gg。 若 证 2” 二 2 , 则 BY 个。 从 第 


2 


二 步 所 证 明 的 紧 性 , 站 Fm 了 8。 已 证 门 天 "一 黎 , 显 然 门 2 


到 。 今 取 而 € 门 Rm", 对 每 个 1 宇 0, 应 用 二 进 制 小 数 加 1.k 一 
co。 那么 对 每 个 /E56%， 


| zdz) | P,l1,7,dy) f6y) =lim | iy | ph ss FC 
En Et Er En 


二 | xd) fC) 
下 


表明 x, EF。 


第 四 步 证 明 过 程 P(z,z,。) 有 所 述 的 平衡 分 布 。 任 取 序 列 
mmE 乡 7 之 1, 由 式 (9.395) 给 


| dn)hn) 2 =GC, < (Eh,n 宛 1) 


当 wFA 时 上 式 平凡 。 据 此 及 定理 9.6,{x,})2! 关 于 有 限 维 分 布 
弱 收敛 拓扑 是 相对 紧 的 0 ) 记 1 使 依 上 述 拓扑 
收敛 于 有 #。 已 证 x+ 为 P(t,zx,*) 是 平稳 分 布 。 为 此 ,只 要 证 明 : 对 
每 个 a€ 8, 每 个 仅 依赖 于 a 中 坐标 ,关于 ps 有 界 Lipschitz 连续 
的 f ,得 到 

| xn) fen) = | rdz| PC,z,dy) f(y) 


二 和 。 雹 
注意 到 式 (9. 395) ,推出 
[adh lz) < > Gh 志 坝 
当 mm 一 co 时 有 式 (9. 396) 。 尤 其 是 
Jr(dnp(r) < ~ 
并 可 得 到 
: Bs 


Jcdr) Plszsdy) f6%) = lim| mo, (de) fz) = | rcdz)7z) 


Eo Eo 


的 转移 函数 , 对 于 每 个 有 界 Lipschitz 连续 函数 /，|P(z， 


dy)f(y) 关于 工 连续 。 如 果 存 在 正 上 的 有 限 紧 函数 /常数 “6E 
[0,1) .CE[L0,o0), 使 


|PCzsdy)hey) 二 区 
那么 对 每 个 z, EE, 存 在 P(z,dy) 的 平稳 分 布 坟 ,有 
| (dzx)h(zx) max{C++ch(xo),C(l— ce)!} (9. 399) 


证 明 : 取 S 为 整数 集 .2= 天 ,并 赋 乘 积 c 代数 9 通过 构造 
(0Q, 钨 上 的 几率 测度 (随机 场 )P, 给 出 
P[lé,. € BI&:n<m]= P(é,B) (9. 400) 
即 构造 马尔 可 夫 场 P,mE S、BE 6。 在 此 基础 上 ,构造 过 程 {&; |m 
ES} 的 平稳 分 布 。 完 成 之 后 ,x(dx) 二 PL[&€ dxj 就 是 P(xz,dy) 
的 平稳 分 布 。 以 下 分 三 步 完 成 马尔 可 夫 场 的 构造 ,再 从 第 四 步 构 
造 (所 |mES)} 的 平稳 分 布 。 
(1) 对 每 个 AE 允 任意 到 (ZE 下 xzES) ,有 了 唯一 的 (2, 纺 
上 的 几率 测度 也 ,使 
有 PS = 名 .|=1 (mA 
Plé,€E BI&:ASm—1]= P61,B) (mE€A) 
事实 上 ,表明 A 二 {mom … ,ma)。 视 Zi1 ,T+1 为 吸收 
壁 。 以 如 下 方式 构成 有 限时 间 参 数 {zao 一 1 ,mo ,mo 十 1，*… ,msm 
十 1} 马 尔 可 夫 过 程 ， 
Plmo—1,x;mo,dy) = 6(x,Tm 1)P(z,dy) 
Plw,dy) (mi = mo 十 1) 
(Tn rsdy) {my mo 二 1) 
其 余 类 推 。 然 后 将 其 唯一 扩张 到 (Q, 罗 上。 进一步 将 该 测度 记 为 
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Pl(morzrinio tt lydy) -1 


Ptesy。 从 中 导出 有 限 维 乘积 空间 (E4、 的 ) 上 的 几率 分 
布 pilueni。 

(2) 记 二 {Pew |h(2.)ED<o,.uF AE YS) 
求证 %% 为 相对 紧 的 。 依 定理 9. 5, 只 需 证 明 


hz) dpti en max{C+cD, C(l]—c) } (mE A) 
E 
(9. 401) 
表明 A 二 {mo ym M4), 梁 二 mo 时 
| (Ca ) dpfr luea) 
E 


=| zw- ivwdy h(ty) SC RCT 

设 对 某 m, (1 二 =k) 正 确 , 则 

| Cznr dpfrisen < C+e| Pen (ds h(n 1) 
对 mri 一 1FA, 于 是 上 式 右 端 不 超过 C 十 cD; 否 则 应 用 归纳 法 知 
上 式 右 端 不 超过 

Ccmax{C++ cD,C(l—c) 1} 之 max({C 十 cD,C(l1 一 c) 7 ) 

(3) 任 取 XoE 顾 , 命 D= (os 由 (2)， 存在 多 3A+ 人 Sn 一 
co 使 已, 王 P 弱 收 敛 于 (2, 另 上 的 几率 测度 Po。 

今 从 定理 9. 4 及 式 (9. 400) ,得 


jacg ddP, < maxt C+ hz) ,CQ 一 om me S) 


(9. 402) 
已 证 Po 满足 式 (9. 399) 。 为 此 ,只 需 就 有 界 Lipschitz 连续 的 p 和 
有 界 连续 函数 的 y(z, : /之 n 过 m 一 1) (LE S) 求 证 


| ceowe :1 nm 1)dP, 
=| [ws : 1/ 去 n<m—D|P(e,, ,dy) p(y) |dP, 


由 于 上 式 对 每 个 Pn 替代 Po 成 立 ; 因 此 依 弱 收 敛 性 及 关于 PCz， 
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dy) 的 连续 性 假设 ,上 式 对 P, 也 成 立 。 

(4) 过 程 {6 |m€ S} 的 平稳 分 布 的 构造 。 以 (5。: AE3Fj) 表 
示 上 述 P。 引出 的 有 限 维 分 布 族 。 由 于 它们 相互 唯一 确定 ,因此 
也 可 写成 Po 一 (pa : AE9j)。 

取 SS, 二 {一 m…, 一 1,0,1,…,m)、s 十 A 二 {5 十 u|uEA}, 今 

pr[xs € Bue A = Bi Plem E Busu € A 

显 见 P 二 (px : AEFjy) 为 有 限 维 分 布 的 相 容 族 。 已 证 已 , 满 
足 式 (9. 400)。 为 此 ,只 需 对 于 n、.AEZF1、AC( 一 oo0,n) 和 有 界 可 
测 的 py(& : LEA) ,求证 


[gcé ys ;1 €E AYdP, = | [yee A) | Per ,dy) 903) ]dP。 
实际 上 ， 
[gg :LE AdP, = [gry see AYdpaum 
=|yz :/E A)| Pz, ,dy) py) dpin 
=|yé i 入 A)| Pen dd 
已 知己, 符合 式 (9. 400); 另 一 方面 ,从 式 (9. 402) 得 到 
|acg dp, i 


式 中 ES.m 宇 0。 同 前 一 样 ,可 证 :存在 {P|m 宇 0) 的 子 列 , 不 妨 
取 其 自身 ,使 已 , 弱 收 敛 于 P, 并 且 PP 符合 式 (9. 399)、 式 (9. 400)。 
最 后 ,对 每 个 AE Zi 与 可 测 函 数 p(z, : wxEA) |o| 委 1 ,推出 


ws : u € A)dP, — [gc8. : wu € A)dP, 


二 -= 也 一 ee 每 
= Bec u € A)d pa 


2n 


过 和 十 


>0 


= gz :uCE A)d pura 
ES, 

(m 一 > Co,nNn (a S) 

» 2 闻 


故 忆 为 平稳 分 布 。 
9. 6. 2.2 唯一 性 

这 里 给 出 粒子 系统 平稳 分 布 唯一 性 的 充分 条 件 , 其 同时 也 是 
遍历 性 条 件 。 

定理 9.9 取 常 数 c> 尺 ,使 


Ja crsdy) (pC%) — pz)) Zell++prz)) (rE Eo,n 人 > 1) 
(9. 403) 
而 对 一 切 1<<n 过 m, 有 算 子 2, .0 的 正则 耦合 Q。 ,得 
人 pwCziyzs) 


雪 >ycuts(Cziyzz) 十 cu(mayza)(1 十 力 Czi) 十 力 (zz)) 


u€EA, 


(9. 404) 
式 中 wEAhi,Xx1、z2 Eo,m 宇 n 宇 1, (cw : u,wES) 的 非 对 角 线 元 
素 非 负 , (cj (n,m) ,wEA,) 非 负 ; 且 满足 


Ct,n,m) =| {exp[L Bi (1—s) |e. (n,m)}(w)ds 


全 


= IB )2c. (n,m)J(w)—>0 
k=0 


(9. 405) 
m 之 n>o0,t 宇 0,B; 二 (cw : u,v€EA,)。 于 是 存在 (Eo, 的 ) 上 的 一 
个 具有 转移 函数 P(1,x,* ) 的 马尔 可 夫 过 程 ,对 每 个 a€ 多 ,有 
距离 
有 CP,(Crz *),Plt,r, *))—>0 (n—> oo,TE€ Eo,t 宕 0) 
同时 该 收敛 性 对 于 
m={rzEBE |pzx)<N) 

中 的 z 是 一 致 的 。 

对 于 每 个 固定 的 t+,P(t,z,*，) 在 如 下 意义 上 连续 : 取 并 .zvE 
Eo ,n>1;supp (zs)<00, 


limp. (zxns7) 一 0 (u€ SS) 
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故 对 每 个 a€ ,有 极限 
limR, (Pli,x, *), P(t,z, *)) 一 0 
定理 9. 10 ”在 定理 9. 9 的 条 件 下 ,如 果 式 (9. 404) 中 的 耦合 : 
(pi CX1sT2) 
< OapulrisTi) tc nn) (1+plr)+ pr)) (9.406) 


u€E A, ‘ 
式 中 zi zz EBo,wEA,,n 宇 1; 其 系数 满足 
Dew 和 一 这 0 (9. 407) 
LES 
2 |cu| 委 天 到 co (9. 408) 
uES 


则 
(1) 过 程 P(t1,x,，) 至 多 只 有 一 个 满足 
|xCdr) plz) =00 


Eo 
的 平稳 分 布 +x。 事实 上 , 奉 为 满足 上 式 的 平稳 分 布 , 则 对 每 个 x 
EEo.a€E91, 距 离 
Rs (Pli,x, *),n) SK(a,r)exp(— 7t) (9. 409) 
K(a,X) 为 与 1 无 关 的 常数 。 
(2) 若 式 (9.406) 对 所 有 zz €E Eh (n 固定 ) 成 立 并 有 
cwu(n) 二 0,wE A,; 则 过 程 P, (t,x,*) 至 多 只 有 一 个 满足 


| pa (xD,dr) < oo (9. 410) 
En 
的 平稳 分 布 x , 且 当 x, 为 满足 式 (9. 410) 的 平稳 分 布 时 ,对 每 个 x 
EES, 有 
记 厅 大 肌 1 
此 处 天,(z) 与 无关 。 特 点 地 ,过 程 P, (t,x,，，) 遍 历 , 即 每 个 XE 
FE , 当 1>co 时 已 (zz。) 弱 收敛 于 mm。 
证 明 :由 式 (9. 408) . 式 (9. 405) 等 ,得 
汉人 tw =)) 
Re BR Pa 


No 
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< lim(exp(B; 1)7. (ZX1 ,X72)) (1w) (9. 412) 
i 412) 可 以 证 明 (1) 。 表 
exp(B,t) = (c(t) :uw € A,) 
exp(Bi) = (cw(t) :u,v € S) 
从 式 (9.407) ,有 
DE) Cexp—n) (wwE 4) 


VE An 
得 到 
Pc) Sexp(—n) (wES) (9. 413) 


uES 


应 用 式 (9. 412) 式 (9.413) 及 R,(a€ 久 的 凸 性 ,推出 
RCPliszs im = R, (PGsz, ), (dy) Plsy, *)) 


过 | rc dWR, (Plz, a P(E, ys 。) ) 


Eo 


< Tent [mtr tl)» (yrCdy) | 


wEa uES 
Eo Pee oe +t | pwr K(a,x)exp(— nt) 
wEa uES 
故 (1) 得 证 。 同 理 可 证 (2)。 

对 于 Schl5gl 模型 , 仍 取 (zxz.) 一 zzEE、vwES; 取 cs 十 
M<0。 为 了 得 到 平稳 分 布 的 存在 条 件 , 令 六 (zs) 一 zxES。 当 
直接 使 用 估计 式 

>yqoCzClyl 一 zl 入 181+(C+MO zl 


YFI 


时 ,对 应 于 定理 9.7 的 条 件 为 c 十 M 近 0。 但 是 可 以 证 明 :对 于 
Schl6gl 模型 (有 限 情形 ) 平 稳 分 布 总 存在 。 据 此 ,选择 适当 的 天 
过 0、7>>0, 使 式 (9. 394) 成 立 。 记 


7 
六 CD) = ,ja ht， 


《 
au (lL) ES (ja 
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任 给 /六 0, 置 
/ / 
d= (jx (| ov 区 5| 
易 见 0 过 4d 二 oo。 再 命 
开 一 >)O td KK, 
于 是 0<K< 二 co。 男 一 方面 ， 
Qh (x) = yq x,y) [hy) — hz)] 


一 >) (Orzs) — a xk, 


MEAn 
十 Drs PPO Crz 一 es 十 eu) 一 hh, (zx) | 
u€EA;, vEA, 
< Mz b,x,) — a (xo) Jk, 
MEAn 
从 而 
Qaha Cz) 十 jz) SLMT DT br) — a xu) ks 


uE A 


An 


一 0 十 习 [ut 一生 大 (> j 一 2 (hk 
u€EA, u€EA, 2 3 
Ok td <K 
ME An u€EA; 
表明 式 (9. 394) 正 确 。 
9.7 点 过 程 


尹 辛 模型 属于 格 点 气体 模型 ,在 每 个 位 置 上 用 1 表示 有 粒 
子 .0 表示 无 粒子 ;但 在 实际 气体 中 ,分 子 位 于 尽 ' 中 的 任意 点 而 非 
仅 位 于 2 的 点 上 。 今 推广 尹 辛 模型 ,可 使 格 气 模型 成 为 特例 。 
当 涉 及 某 个 基础 空间 S 中 的 粒子 和 这 些 粒 子 组 态 的 分 布 时 , 称 这 
类 几率 测度 为 点 过 程 。 

设 S 表示 粒子 空间 , 取 S 二 R*",S 上 有 o- 代数 9,6C3, 且 其 
满足 条 件 


= HY = 


(1) 若 Ai、AsE6, 则 Ai1UAsE€6; 

(2) 若 AE6.AEZF 并 ACA, 则 AES; 

(3) 存 在 一 列 A,E 6(n 宇 1) ,使 $= Ua. 且 若 AE 6, 则 对 某 
个 n, 有 的 Cs 

了 为 R* 的 波 莱 尔 子 集 类 ,6 为 有 界 的 波 莱 尔 集 类 。 基 本 空间 
XX 为 (S,9) 上 满足 下 列 条 件 的 所 有 整 值 测度 xz 的 集 。 

(4) 对 所 有 AE 6,x(A) 二 ,这 里 整 值 意味 着 在 集合 {0,1,2， 
… ,co) 中 取 值 。 于 是 ,车 AE6, 则 只 有 有 限 多 个 粒子 位 于 A 中 ， 
注意 不 排除 多 重 占据 的 可 能 性 , 即 在 S 的 同一 个 点 允许 两 个 粒子 
存在 。 

(5)(S, 多 为 可 分 的 , 即 多 是 可 数 生 成 的 ,并 对 一 切 1 € S, (7) 
EF, 

这 样 就 将 粒子 的 组 态 等 同 于 整 值 测度 。 

在 条 件 (4) (5) 下 ,X 恰好 由 形 如 >》)n6z 的 元 组 成 ,其 中 


5, 为 点 x 的 单 点 分 布 ,n, E140;1,2,…) ,而 zz … 为 S 的 不 同 
元 ,但 在 任意 AE《 中 只 有 有 限 个 xz;。 此 外 ,车 Xz 关 y, 则 6, 闫 6,; 
该 测度 对 应 于 一 个 组 态 , 它 在 x 处 有 7 个 粒子 Cm 二 1,2,…)。 

定义 o- 代数 和 {%)(AE 人 。 对 于 AEZF, 取 二 {BE 有 | 
BCA) ,将 其 作为 A 的 子 集 的 oa- 代数 , 设 X(A) 表 示 (A, 色 ) 上 的 
满足 条 件 (4) 的 整 值 测度 的 集合 。 设 和 %(A) 表 示 形 如 {xEX(A)| 
ZX(B) 二 m,m 二 0,1,2,…),BE 反 的 集 生成 的 a- 代数 ;CA) 为 由 
F(A) 二 (Ps4) 1( 多 (A)) 定 义 的 XX 的 子 集 的 oc- 代数 ,其 中 Pa : X 
一 X(A) 是 由 Pa(z)B 二 x(B) (zx € X,BE 角 ) 定义 的 投影 。 
命 9=S) ,对 每 个 AE6、 角 二 KS\A) ,这 就 给 出 一 族 c- 代数 。 

若 A.BE9 ACEB, 则 设 Pa 表示 从 XX(B) 到 X(A) 上 的 投 
影 ; 若 zEX(CB), 则 Ppa (zx) 记 作 zaA。 

定理 9.11 设 ABE9 AmB=92, 则 在 映射 x 一 (xa,xp) 
下 ,X(AUB) 同 构 于 X(A) XX(B); 对 此 同 构 ,多 (AUB)= 
有 (A)XRHB)., 
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如 果 y€EX(A)、zEX(B) ,那么 将 其 在 XC(AUB) 中 的 相应 元 
记 作 yXz。 

对 每 个 AE 6, 假定 有 (zx(A),%(4A)) 上 的 有 限 测度 ws ,已 知 
RE 多; 并 对 所 有 A 6.0ER( 这 里 0 See dno 
(R,). 

设 {( 户 )ee 为 到 可 测 函 数 集 。 以 

eo ee i (9. 414) 
定义 核 rs : XXF>R,G 二 {(yEX(A)|Xsow XyEF) ,这 里 X 等 同 
于 X(S\A)XX(A)。 令 

(1) 对 一 切 AE6, 有 三 0; 

(2) 对 一 切 zER, AED, 有 | f° (zx yy) dwnly) 和 

(3) 若 zERACAE 玉 , 则 f*(x) 二 0。 

若 对 任何 Al \ 人 > ECEAi NA; 二 OO, 有 WA UA, WA X wa, 则 称 测 
度 集 {w)see 是 独立 的 。 如 果 {w4}see 是 独立 的 ,那么 对 所 有 XEX、 
ACAEE, 有 

ty = Pn) | ECzaa Mikdotwo) yA 


式 (9.415) 等 价 于 : 若 ACAE 6,zx、YEX 且 zsv 一 Yow, 则 
FO Fx) = fx) fe) (9. 416) 
以 及 当 ACAEZF 并 (x)==0 时 f(x)==0。 
若 AE& 上 户 (0) 二 0, 则 存在 唯一 的 图 数 V : XrF 一 [一 ce， 
十 co] 且 V(0)=0, 使 对 一 切 zx€E Xs 门 Bh， 
a = PV (9. 417) 
exp{V (zs X w)} dwn (w) 
从 条 件 (4) 知 在 A 中 只 能 有 有 限 多 个 粒子 ,这 样 可 以 把 X(A) 
写成 不 交 并 U X24) ,TX,(A)= {rEX(A)|rA)=n},X 
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(4A) 由 在 4 中 恰好 包括 ?个 粒子 的 所 有 组 态 构成 。 取 了 玉 (4) 表示 
A 的 nn 重 积 (ICA) 由 单 点 组 成 ); 在 (A) 上 定义 等 价 关 系 一 : 
(和 ;色情 包 ) 一 (加 ; 轧 ，;…，m)。 如 果 存 在 {1,2,…,n}) 的 一 个 排 
列 o, 使 6 二 mw (1 二 1,2,…,n); 设 1,(A) 同 在 该 等 价 关 系 下 的 商 
空间 ,那么 依 一 个 自然 方式 , 1,(A) 同 构 于 X,(A)。 因 为 在 A 上 
赋 有 o- 代数 多 ,所 以 可 以 赋 孙 (CA) 以 乘积 c- 代数 , 记 为 和 %(A)。 
这 个 c- 代数 导出 商 空 间 1,(A) 上 的 o- 代数 , 记 为 匈 (A)。 取 
I(A) 为 不 交 并 U I,(A) 且 赋 以 由 U 多 (4A) 生成 的 c- 代数。 
由 于 ICA) 同 构 于 X(A) ,因此 (X(CA) ,页 (A)) 同 构 于 (ICA)， 
RCA)) 。 

当 有 (S, 了 了 ) 上 的 测度 时 ,就 有 一 个 自然 方式 构造 (I1(A)， 
久 (A)) 上 的 测度 : 设 和 为 (S,7) 上 的 测度 ,对 一 切 AE《,A(A) 一 
50; 设 入 为 4 在 (A, 和 4) 上 的 限制 ,对 n 宇 1, (I,.(A) ,%,(A)) 上 的 
乘积 测度 4XX4X…XXA4ln 个 ) 导 出 商 空 间 (1,(A), 久 (A)) 上 的 
测度 2 ; 设 X40 表示 在 (CA) ,和 为 (4A)) 中 仅 有 的 一 点 上 的 单 点 分 
布 ,其 次 434” 的 任何 组 合 都 将 给 出 (1(A),R(A)) 上 的 测度 。 定 义 
测度 


Xi = exp{— MCA)} 2 Lag (9. 418) 


定理 9.12 {X44 )AE6 为 独立 的 。 
若 将 XX 、(X,A)) 上 的 测度 (CP4) (G44) 等同 , 则 {X44 haes 是 
相 容 的 ,存在 唯一 的 4" EP( 久 ,使 对 所 有 AE3F,Ps(X" ) 二 X24 , 称 
XA" 为 相对 于 的 泊 松 点 过 程 。 
设 内 = ,4 为 (S, 罗 上 的 测度 。 在 XX 上 存在 一 个 自然 的 序 
过 ,ZX 二 yy 表示 x 是 y 的 子 组 态 。 命 V 为 
VCz) = 0») (9. 419) 


G: td V 表达 成 式 (9. 419) 当 且 仅 当 
如 果 V(zx)= 二 一 oO、y 宇 zx, 那么 V(y) 二 一 0, 称 @ 为 相应 于 V 的 
相互 作用 势 。 
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对 于 每 个 AEC,G。i :X(CA) 一 [一 ce, 十 ce) 为 允 (Cz) 可 测 
的 。 称 V 是 稳定 的 ,如 果 存 在 NER, 使 对 所 有 n 宇 1 、xE€ Xr(n)， 
有 V(x)<nN,Wm Xr(n)= {rE Xr |zx(S)=n}; 机 和 人 i: XGA) 
Xp 

定理 9.13 若 V 是 稳定 的 , 则 对 一 切 zxE Xi、A E66, 积 分 


| eptvczsw XxX tw) dewwa (1w)} 存在 。 


证 明 : 设 EXr、AEL, 并 X(S\A) 二 m, 故 对 yE X, (A), 有 
Xsw XXyE XrFln 十 m) ,表明 V(xswy XXy) 达 (mm 十 n)N。 取 a 二 exp 


{一 X(4)) ,注意 到 wa(X,(A)) 一 (XC4))", 于 是 
|explV (ze X w)} dw (tw) = {exp(n tm)N}wa (x (A)) 
n0 


= >， (CexpmaN ) { A(A)expN}” = aexp{mN 十 (人 A)expN) 一 ce 


n>0 


将 式 (9. 417) 写 成 


f(x) = exp{g’ (x)) (9. 420) 
|exp{g’ (roa X w) } dwa (1w) 


式 中 全 人 (z) = 六 6(y)(y(A) 之 0)。 对 AAEEACA, 定 义 改 | 
y<7 


24(7z) = 0 (y(A) > 0) (9. 421) 


这 里 gt 为了- 可 测 的 。 令 

RR 一 {rEX|limg4(zx) 存 在 }U{xEX| 对 某 个 A,g 和 (x) 一 

3 

一 25 

定义 84 : RI 习 [ 一 00, 十 co) 为 8 (7)=limg$4(x); 记 

AS 
Ri= {rE€EX|D,} 

其 中 Du :对 一 切 wwEX(CA) ,zrsy XwE RI; 并 且 存 在 NER, 使 所 
有 wEX(A) ,ml, 8g (xo Xw)SN,。 


“ 


取 R 一 RE 站 Ra ,而 
KR 一 人 (zEX|I 对 >y 委 zs 的 一 切 yE Xr,@(y) 二 一 co} 
显 见 Ri EF 且 V 为 稳定 的 势 导 致 XrCRX 。 
定理 9.14 若 zERi , 则 


exp{—ACA)} < |exp{gt (zo Xw}dw (zw) < co 


定理 9.15 当 ACAEE 时 Ri 门 Rt+ CRI。 
证 明 : 设 ACAE&zEX.ZEXCA), 若 AmwEE&Aw2DA, 则 


84 (zsu Xz) = gh Czsa Xz) 十 gh (zou) 
(9. 422) 
取 zERi 门 Rt ,N 使 对 所 有 wEX。(A)(m 之 1), 有 g* (zaxXw) 
二 Nm; 设 mo 一 x(A\A)。 由 于 xER7 ,存在 g*(xsw) 之 一 oo 且 
(zsw) 达 00, 因 此 当 zE XX (4A) 时 zsw XzE Ri。 在 式 (9. 422) 中 
令 Aw, 咎 5S, 得 
gi (xon Xz) = gi (ron Xz)— gra) 
二 No tm) 十 | gt xaa) [< (Nmo 十 | gt (xo) |}m 
从 而 TIERA。 
定理 9.16 设 V 是 稳定 的 势 , 定 义 :x>R 为 
expg’ (x) 
Pa = 4 |expla’ Cron X ww)) dun (ww) 


0 (其 他 ) 
则 { A)Aes 满 足 条 件 (1) (2)、(3) 及 式 (9.415); 经 过 式 (9.414) 可 
以 定义 一 个 规范 。 

证 明 :{ 户 )Ace 显 然 满 足 条 件 (1)、(2)、(3)。 设 ACAEE 并 对 
某 个 TzEX, f(x) 二 0, 故 有 三 种 可 解 : 

(1)x Ri; 

(2)zERA ,但 xXERi; 

(3)zER4, 但 g(x)= 一 0。 


《过 [e Ry 
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若 (1) 出 现 , 则 或 zE&RE .或 TERi 且 g^(zx) 一 一 oo; 车 (2) 出 
现 , 则 由 定理 9. 15 知 x Rt; 若 (3) 出 现 , 则 xERi 且 8g 人 (x) 二 
f(z) 二 0, 表 明 前 述 的 命题 “ 当 AC 
和 XeEz 并 PCz)=0 时 户 (z) 一 0 的 正确 性 。 取 ACXEe,z ZE 
XX 且 zsw 一 zsw3 今 证 
FAT Fx) = f(x) fz) 
可 以 假定 x.zx 均 在 Ra 门 Ri 中 ,否则 上 式 两 边 为 零 。 
如 果 g^(z) 二 一 0, 那么 同上 所 述 ,将 有 g* (xz) 一 一 oo, 于 是 
可 以 假定 户 (X)、f*(z)、f*(x)、f*(X) 全 大 于 零 。 需 要 证 明 等 式 
变 为 - _ _ 
84() 十 gr) = g(x) Ee (X) 
该 等 式 成 立 。 因为 对 任何 Aw EeeAo DA4、 记 y=z ,Y= 
有 
(ZX) 十 gh (Zz) = re >) Bl) 


wy w< yen 
上 式 右 方 第 1,2 项 要 求 w(A) 二 0 第 3 项 要 求 mw(A) 之 0。 推 出 
gh (Y) + ga, (x) = gh (zr) + eh, (zx) 
取 S=R .7 为 及 的 波 莱 尔 子 集 类 .上 《为 有 界 波 莱 尔 集 类 ; 取 
A 为 am, 而 mm 为 (S,9 上 的 勒 贝 格 测度 ,a 为 正 实数 ; 设 有 对 势 @， 
即 当 x(S) 二 2 时 B(x) 二 0; 设 GB 为 平移 不 变 ,这 时 存在 BER 及 偶 
函数 yy: Ri>( 一 吕 , 十 ooj, 使 
(x)=B (rz(S)= 1) 
$7) =— Yui 一 2) (Xx(S) 二 2 且 wvws 为 x 中 的 点 ) 
(9. 423) 
注意 到 式 (9. 414) 中 将 8 变 为 8.4 变 为 {exp(8 一 8))4 恰好 有 同样 
的 效果 ; 命 V 表示 由 @ 通过 式 (9. 419) 定 义 的 势 。 
V 是 正则 的 当 且 仅 当 下 列 条 件 之 一 成 立时 : 
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(1) 对 所 有 7 之 1 ,ui U2 "* Un ER, 
2 Du ww)0 
/=1 j=] 


(2)y>y, 而 Y 为 正定 的 ， 

(3) 存 在 0<n < 过 rs 二 so 和 yp : [0,7i1] 王 (0, 十 co],ys : [rz， 
50) 一 (0, 十 oo0) ,同时 内 h \、 峭 为 减 函 数 ， 

| tfh(t)dt 一 co | pd < 

图 具 有 性 质 :infyw(z) 二 一 ce, 对 一 切 ee ,UI (ul); 
对 |u|rz, | yw) | (ul)., 

如 果 y 为 上 半 连 续 , 那 么 条 件 (1) 等 价 于 V 是 稳定 的 。 

考虑 在 近 距 离 排斥 相互 作用 的 情况 :存在 ”0, 使 对 所 有 0 过 
ul 三 r, 有 ylw) 二 一 22, 对 此 称 存在 人 硬 核 势 , 它 是 描述 粒子 半径 是 
r 的 硬 球 情形 ,假定 V 为 硬 核 势 ， bl ae, 

uEk 
(4) 存 在 :过 与 正 减 函 数 yo : [5 ,十 co) 一 R, 具 有 
| pd 过 oo 


使 对 一 切 || 三 s, 1y(w) | 三 gv (|u|)。 此 刻 条 件 (3) 成 立 ,表明 V 
正则 ;根据 定理 9.15, 由 V 可 以 构造 一 个 规范 4 对 于 对 势 , 有 


gh(zx) = DB(y) = BD By)+ Ee (9. 424) 
yr 六 y<r zh 


式 (9. 424) 的 第 一 个 等 式 右 端 要 求 ya 靖 二 个 嫩 丰 在 如 2 
项 要 求 y(A) 二 y(A\A) 一 1。 令 宇 0.B8, 宇 0; 当 n 人 oo 时 个 o0。 
对 于 nn 宇 1; 令 W, 二 {x7EX|z(Ai\A,1) 三 B,), 其 中 有 A, 为 中 心 在 


原点 , 边 长 为 2&, 的 正方 体 ( 约 定 Ao 二 8), 而 W = NN W, 。 依 条 
件 (3) ,ys 的 定义 域 可 扩张 到 整个 RR, 对 一 切 ,之 ry, 定义 g(t) = 
Ds 


2 Ck, 一 起) < co 
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则 对 任何 AEEWCRI 且 在 W 上 一 致 地 有 g 人 >g?。 


时 | 一 | 实 rz; 设 C 的 边 长 为 2c, 当 对 某 个 AE 6.g4(x)== 一 oo 时 
对 一 切 A4C 也 如 此 。 在 {xEX|g*(z)== 一 co) 上 一 致 地 有 g4~ 
g*。 取 mw 为 使 A,, 习 C 的 最 小 整数 ; 取 7 疡 mAw2DADA,; 取 姓 
过 一 ce, 于 是 依 式 (9. 424) ， 

2 C2) = 号 配 放 (CD = hw \ A = 1) 


y<x 
得 到 
[a DD SDD EY) CO) =>yAoNAA = 


men y<r 


对 于 zxEW 及 减 函数 yi, 有 
| gh 7) — BA(z) [< x6A) Dya kn — C+ ra)pBon 


mn 


注意 到 z(A) 之 了 》)B, , 故 在 W 上 一 致 地 g 人 >g 人 。 


n< no 


定理 9.18 若 定 理 9. 17 假设 成 立 , 则 对 任何 AE E,WCRi 。 
证 明 : 设 EW, 从 定理 9.17 的 证 明知 ,对 任何 wE XC(A)、 有 
zxsw XwE€ RI4。 对 于 A 防 C ,得 
gi(xaa Xw) =gi(rsa Xw)— g(ron Xw) gl (rom Xw) 
Cw A)D poh — ctr)B + groan Xw) 


7 之 1 


但 gt(xsy XWw)=pgs (ro Xw), 且 因 条 件 (3) 可 以 推出 势 的 稳定 
性 ,表明 存在 N 宇 0, 使 对 所 有 wE X(A)， 
gt(Czsua Xw) CN{(r COCA) whA))} 


验证 知 N 可 与 EW 无关。 于 是 从 x(C\A) 之 > 8,, 故 有 入 ,使 


meno 
对 一 切 ADDC,zwEX,(A) ,得 
&4(zsa X w) < Nm 
对 任何 wE X,, (A) ,得 到 g* (zawXw) 壹 Nm, 从 而 xERI 。 
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仍 取 二 【200) ,以 B(Y) 表 示 有 界 的 并 对 0E.NW 为 (9) - 
OE€E.N 

可 测 函 数 集 , 取 

D= {x EX| 对 一 切 y 达 xz 的 y € Xr,$(y) 之 一 ce)} 
显然 DW 为 % 中 的 集合 。 

定理 9.19 车 定 理 9. 17 的 假设 成 立 , 则 对 任何 AGECFE 
以 S>0, 存 在 f€ B(Y) ,使 对 所 有 xEWN 门 D, 得 到 

| za Cs EF)— f(r) | SG 
证 明 : 对 于 XE A 必 A, 定 义 有 i : x>R 为 


|expat (za X w) dwa (w) 
hi(x) 一 


|expgt (zou X w) dwn (w) 


其 中 FF={zEX(A)|xsw XzEF}, 则 hzE B(x )。 于 是 只 需 证 明 
在 WMD 上 一 致 地 有 hi>m(，;,F), 而 WN 站 DCR4。 当 xEWNN 
D 时 


expg4(zsa X w) dwa (1w) 


r(x PF) = 
|expa’ (zo X w) dwa (w) 
因为 
|expgt (zou X w) dw (w) 之 exp(— A(A)) 
所 以 只 要 证 明 对 任何 GE 和 %(A)， 
|expat Cea X w)dwa(w) 一 |expg’ Cz X w) dwa (w) 


对 于 zEWND 一 致 地 成 立 。 使 用 定理 9. 18 得 出 一 致 估计 以 及 
| exp(6) — exp(7) | 委 | 和 一 了 | exp(max(é,7) 
这 个 事实 ,推出 
| expgt (ze Xw)— expg’ (xon X w) | 
过 | ECZsw Xw)— gron Xw) | exp{ Nw (A)) 


“ 588 % 


去 6(CA)mw(A)exp{JNeo(A)) 
当 A->S 时 6(Y)>0, 因 为 
fexp{ Nw A) } dwn (ww) = Dmexp Kim) QQ oo 


m2>1 


今 刀 二 n\B, 一 (2n)” 一 (2n 一 2)4。 由 于 风 a 
(BAG 


因此 对 一 切 a 宇 0,， 2 一 a) | nt!1 二 0; 对 一 切 < 过 0， 


7 之 1 


Dn 一 WB; 对 n 宇 1.m 宇 1, 命 
7 之 1 


Un = {EX | a Na) mp} SU, = DN CO Uy 


n=] 
定理 9.20 若 对 任 给 的 6 二 0, 存 在 mx 宇 0, 使 对 所 有 AEE, 则 
Axa(0,U,) 宇 1—6。 


证 明 : 暂 定之 1, 可 将 A,\A, 1 写成 A,\As1 王 Ci,C, 为 两 
两 互 不 相交 ;! 二 1,2,…。 每 个 C， 的 闭 包 都 是 具有 单位 边 长 的 正 
方 体 。 根据 Ruelle 理论 ,存在 二 0,qg 二 0( 仅 依赖 于 y), 使 对 任 
何 AEE.M>0， 

na(0,E(M)) < exp1{ 一 (pM’ — gq)pB,} 


及 
ECM) = {xz € X| DD) {zx(C)) > MB,) 
l=1 
应 用 施 瓦 效 不 等 式 ， 


有 
| 


{x{G))}) Rn mp | 


{ze | (0 = NN) 
故 


xrA(0,U,n) 宇 1— exp{— (pm’— gq)pB,) 
依 (0,D)==1， 


元 NO 区 了 一 > yexp{ 一 (pm’ — q)B,} 


n>] 
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对 于 777 一 ”CO ， 


> yexp{ (pz 一 qg)8.)》 一 0 
7 之 1 


9.8 双 分 子 反应 与 质量 作用 定律 


在 化 学 反应 中 ,如 果 两 个 分 子 结合 生成 一 个 新 分 子 ,那么 称 
之 为 双 分 子 反应 。 
今 考虑 由 两 种 分 子 A、B 组 成 的 流体 。 当 一 个 分 子 A 与 一 个 
B 分 子 碰撞 后 ,以 几率 1 形成 一 个 新 分 子 C， 
A+B=C 
命 随机 变量 Xi (1) 、X; (7) 、X3 (2) 分 别 表示 t 时 刻 流体 中 A、B、C 
的 分 子 数 ,zi1、zx2、zx3 (zl 宇 0) 表 示 这 些 随机 变量 可 取 的 值 。 若 
Xi1(0)=zxio X20)= xz, 则 XI (1) = x0 0— X(t) Xs (1) = x0 CO— 
X;3(1)。 
对 于 XO, 取 P(t) 二 ZF{X3(1) 二 x3) 而 zs 二 01 、C”， 
“二 min{xy 、Xw0), 取 AAt 十 o(A7) 表 示 区 间 (1,t 十 AL) 内 任意 分 子 
A 和 分 子 B 碰撞 的 几率 。 定 义 
h(x3) = (x — x3) (X20 — Xs3) 
推出 
P(r ,| —Ah Cz) JAP (2) 
+Ahlzs — AtP,, 1(1) +o(At) (9.425) 
当 At>0 时 ,得 到 差分 微分 方程 


Ps CD) 一 ALACzs — DP (0) —h(zs) Ps, (D] 
ps) =—Ah (a0) Po 
dt 0 0 0 
(9. 426) 
Zs 一 1.2、…、C* , 式 (9. 426) 取 拉 普 拉 斯 变换 ， 
h(xs — 1)Q, (9) 
jg) 


十 议 人 (rs) 
23 一 ]、 2、…、C” , 依 式 (9. 426) 
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d 
dt 


初始 条 件 P,(0) 王 1 于 是 


Po (2) exp( 一 人 zioZzot) (9. 
Po (2) 的 拉 普 拉 斯 变换 为 
二 1 
Oe (9 
在 式 (9. 428) 中 应 用 式 (9. 430) ,由 迭代 得 
2* [| ?= 
Qu (5) = 下 (9. 
[LE 二 CO 
l=0 
这 里 x3 二 0、1、*…、C" , 怠 
MD > h(ORC()h(zrs 一 1) 柜 


村 [stm DIT LAG) 一 人 
其 中 & 取 ;0 二) 三 x3。 作 北 变 换 ， 


Z3 一 ] 


P.。(O) = D3 WD A I Fey se 


k=0 


(9. 
n@¥j0ZI<r, rs=01 .C's 
在 上 时 刻 混合 物 中 C 分 子 的 数学 期 望 为 
m(1) = €{ Xs (1)) -人 np。 (2) (9. 
和 4 
Sm) = XLz —m(D Irn —m(D)]} + F {XD)) 
或 


d 


Ps tr) =—Axioxzo Po (1) (9. 


gD = AG(XI(t)}E( Kt)} RIX A (9. 


428) 


429) 


. 430) 


431) 


432) 


433) 


434) 


435) 


这 里 {Xi1(1))、E{ Xs (1)} 分 别 为 A、B 分 子 的 数学 期 望 , 空 1(X 
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(四 ) 为 C 分 子 数 的 方差 。 式 (9. 435) 变 为 


Gm) = A6{X (1) X20)) 


EG{XI (1)X, (7)} = 一 E([Lzio 一 X3 (2) |[ oo =— 发 3 (1) ]} 
=6{X1 (1)}E( X21))} + F(X (1)} 
因为 空 人 (Xi CO SEX GD ECX CD) ,所 以 近似 地 有 


人 mm = Me mld] 9.A80) 


式 (9.436) 称 为 质量 作用 定律 ; 式 (9. 436) 的 解 为 
exp(— Azi0t) — exp(— Ar20t) 


m(1) 一 j (9. 437) 
exp(A— zi0t) exp(A 一 20t7) 
X10 X20 
当 i 较 小 时 mm (7) ~zxi0xzot， 
lirmnm(t) = C* = min{(osr) (9. 438) 
l=o0 


9.9 生物 系统 中 的 电子 输 运 


如 果 不 存 在 外 源 , 那 么 电子 从 一 个 分 子 移动 到 另 一 个 分 子 就 
是 由 氧化 还 原 化 学 反应 产生 的 。 在 这 种 化 学 反应 中 一 个 分 子 失 
去 电子 称 为 施主 (D) ,一 个 分 子 获得 电子 称 为 受 主 (A), 于 是 氧化 
还 原 反应 可 表达 为 
及 二 DA 
讨论 a 螺旋 蛋白 质 分 子 在 施主 与 受 主 之 间 的 电子 转移 。 取 a 
螺旋 分 子 由 相距 为 的 N( 六 1) 个 肽 团 组 成 ,其 能 态 的 哈密 顿 
量 为 
= 六 [seBiB, 一 LBIBm + Bt1B,)] (9.439) 
这 里 s 为 肽 团 中 键 合 最 弱 的 电子 的 能 量 .” 为 及 团 在 分 子 中 的 纺 
号 六 L 为 相 邻 肽 团 中 的 电子 相互 作用 能 。 


取 和 ni 肽 团 相 联系 的 施主 分 子 的 能 量 算 子 的 形式 为 
Hbp = ECn Cn (el <<e) (9. 440) 


» 542 。 


施主 分 子 同 肽 团 之 间 的 相互 作用 可 以 写 为 
Hi = 6(B; C, + B,C;) (9. 441) 
算 子 Bi B, 表征 电子 编号 为 7 的 肽 团 中 的 能 级 的 状态 ;Ci C 
表征 的 状态 :电子 占据 施主 分 子 的 si 能 级 ; 算 子 B* 也。 描述 电子 
从 第 m 号 肽 团 牙 迁 到 第 ”号 肽 团 ; 算 子 C, C+ 描述 电子 从 施主 到 
肽 团 的 跃迁 。 
因为 研究 系统 中 一 个 电子 的 状态 ,所 以 
ChiG, 二 光 BBB 全] (9. 442) 
系统 中 所 有 其 余 的 电子 和 原子 核 决定 链 的 位 形 以 及 该 模型 参数 
eve1.601\L 的 值 。 
在 系统 (施主 十 蛋白 质 分 子 ) 中 键 合 最 弱 的 电子 态 由 下 列 哈 
密 顿 量 确定 ， 
H= Ho Ho 二 +H (9. 443) 
利用 正则 变换 ， 
B, = A erp nha)A 
1 (9. 444) 
A; = 访 之 explinka )B, 
式 (9. 443) 变 为 
H= >)[eAtA 十 VC As + Vi Ck)C, ArJ+eCt CG, 


(9. 445) 
式 中 波 数 k€ (一 亚 , 范 ), 取 N 个 等 间距 的 值 ,ee 为 导 带 内 的 NN 


个 子 能 级 ， 
Ek —= €— coska (9.446) 
L 为 导 带 半 宽 度 ， 


V, (k) = 二 闻 


— knia) (9.447) 


系统 的 波 函 数 为 
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| ga) = GaCt + DurAt) | 0》 (9. 448) 
式 中 |0? 为 无 电子 状态 .Ar 10) 为 有 一 个 电子 处 于 导 带 中 的 第 & 
个 子 能 级 的 状态 .C* 10) 为 在 施主 分 子 的 ei 能 级 上 有 一 个 电子 的 
状态 。 依 波 函 数 式 (9. 448) 的 归 一 化 推出 

[mF+o lul=1 (9. 449) 
系统 的 能 量 玉 及 式 (9. 448) 的 未 知 函数 wu .wu 由 下 述 泛 函 为 极 小 
的 条 件 确定 : 
T= |H|y,,) 

式 (9.448) 式 (9. 449) 代 人 上 式 可 以 证 明 , 计 算 了 的 极 小 变 为 求 
解 下 边 的 方程 组 ， 

I —E)as+V; (ku = 0 


DV (Rute— Ew=0 
上 

从 式 (9. 450) 的 非 平凡 解 的 存在 性 知 
一 下 一 妆 忆 (一 忆 -， (9. 451) 


其 决定 了 系统 的 N 十 1 个 能 级 E。 对 应 于 该 的 每 个 值 下 述 
方程 ， 


(9. 450) 


(E—6)u(E) = Vu (E) (9. 452) 
它 和 式 (9. 449) 共 同 确定 w(E) .wi (E)。 特 别 是 
ul(E)= [1+8(E—e) ’] (9. 453) 


当 不 等 式 e 一 已 > 成 立时 , 式 (9.451) 中 的 对 & 求 和 过 渡 到 积 
分 ,有 
8 
在 式 (9. 451) 确 定 的 N 十 1 个 能 级 中 ,最 低能 级 E 与 e1 相差 很 
小 , 故 命 Ei 二 el 一 6, 对 于 |e 一 e1 | 六 6, 利 用 式 (9. 454) 推 出 
8 


和 一旦 三 (9. 454) 


C= (9. 455) 
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于 是 和 和 蛋白 质 分 子 相 互 作用 的 施主 电子 能 级 取 为 
E Cu ES1 一 入 
双全 一 站 天 一 下 


根据 式 (9. 448) . 式 (9. 452) ,对 应 于 能 量 Ei 的 电子 态 的 波 函 数 为 
V* AT 
) (Ct 十 2 El =é, ) 1 
式 (9.447) 代 入 上 式 , 且 因 式 (9. 444) 变 成 算 子 B77 , 则 |y > 在 坐 
标 表象 下 的 形式 为 
| fh (r))» =u (Ei) {gor—nma) 


(9.456) 


0 -2 expLik (n Fe | 
这 里 gp、 分 别 为 电子 在 自 由 施主 分 子 中 的 波 函 数 与 在 编号 
的 肽 团 中 的 波 函 数 ， 
pp(r— na) 一 Cr | 0> 
pr—na)=B, |0) 
在 将 对 的 求 和 变 成 积分 后 , 波 函 数 |y%(r) ) 变 成 
| ym» i 


3 5 exp( 一 人 |n—n Do | 


\ 
(9. 457) 
如 三 醒 L (9. 458) 
[3 El (€3 EY J 


今 设 除了 在 第 号 肽 团 上 连带 施主 分 子 外 ,在 第 ns 节 处 还 
连带 有 受 主 分 子 ,其 受 激 振动 能 级 能 量 为 e:。 表 明 此 时 系统 ( 施 
主 十 蛋白 质 分 子 十 受 主 ) 的 哈密 顿 量 可 记 为 

H= >) {eAtA, 十 aciC 十 ec Cu 
十 [LV (CCEA +V,, (KCt As t+ fi]) (9.459) 


Vi (k) 一 Wexp(— ikn2a) (9; 460) 
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大 为 埃 尔 米 特 共 斩 项 , 且 取 稳 态 波 函 数 为 

[内 = 一 (ac FwuCts t+ DuAt)l 0 (9.461) 

k 
各 个 炎 应 符合 归 一 化 条 件 : 
| aa 十 za 十 > |ul:=1 (9. 462) 
k 

Ul \U2 \ Wg 取决 于 齐 次 方程 
(el | Vu EF)ui | Viz us = 让 
V2iui 十 (ss 十 V> — FE)u; 三 0 


(9. 463) 


其 中 
全 要 
Vu(E) = Wer 
k 


Vz (EF) = 这 (ex — ED)! 
k 


Vatpy = Vay eR ws 
k 


Ek —FE 
在 上 式 中 当 F<e 一 L 时 ,把 对 上 的 求 和 变 为 积分 ,得 
VCE) 和 
GE (9. 464) 
V2 CE) 3 2 
We 一 瑟 )2 一 也 
Vi(EY = ViatE) = O62 | 
a 
(9. 465) 
CEY 二 i L (9. 466) 


e—E—V/te—B—1 
由 式 (9. 463) 有 非 平凡 解 的 条 件 可 推出 确定 系统 的 N 十 2 个 能 级 
的 方程 ， 
[Le +Vn(E)— Elle+Vaz(E)— El]= Vi(E) 
(9. 467) 


El 二 +Vil(E)—E= 0 
。 546 。 


ez 二 Vzz(E)—E=0 
分 别 决定 或 者 只 包括 与 蛋白 质 分 子 相互 作 用 的 施主 的 系统 能 态 ， 
或 者 是 确定 只 含有 与 蛋白 质 分 子 相 互 作 用 的 受 主 的 系统 能 态 。 
式 (9.467) 的 函数 wz ( 达 ) 表 征 了 系统 在 能 量 为 顾 的 状态 下 施主 
分 子 和 受 主 分 子 通过 蛋白 质 分 子 引 起 的 有 效 相互 作用 。 

为 方便 , 取 自 由 受 主 分 子 电子 基态 的 能 量 为 e 一 和 52, 使 之 第 

一 个 振动 激发 态 的 能 量 与 施主 的 基态 能 量 相同 , 即 s 一 es 。 又 命 
0 一 0 ,于 是 

Vu (E) = V2 (E) 
依 式 (9. 467) ,系统 稳 态 的 方程 为 


Es= El Vu(E) 二 Viz (E) (9. 468) 
能 量 与 ei 按 近 的 稳 态 从 下 式 给 出 
二、 
DD ss 2 
EY 一 (wm 士 S| (9. 469) 
而 
ewo = Vii(e1) 部 站 三 入 (9. 470) 


该 状态 的 波 函 数 可 由 施主 及 受 主 的 波 函 数 表示 ， 
| (2)) = 万 十 网 )exp| im 十 a 

(9. 471) 
式 中 网 .yh 以 式 (9.457) 描 述 。 在 式 (9.471) 所 描述 的 态 中 电子 
以 相同 的 几率 分 配 于 施主 的 基态 与 受 主 的 振动 激发 态 之 间 。 构 
造 函 数 
一 D+ gD) = cos (去 广 ) 一 坟 A sin( 坊 广 ) 


《9. 472) 
该 函数 表明 电子 将 以 频率 f 在 施主 分 子 与 受 主 分 子 之 间 往 返 转 
移 。 电 子 真正 从 施主 分 子 转移 到 受 主 分 子 上 只 有 在 频率 为 yf 
的 受 主 分 子 振动 激发 能 #0 转 给 耗 散 系统 后 才 可 能 。 
电子 转移 为 受 主 振动 态 的 几率 为 
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2 


Ce = et mn) sh( 翅 十 vF 一 严 )] 


= 了 上 [ee 人 呈 2exp(— X) 十 exp( 27) | 


(9. 473) 
电子 转移 到 受 主 电子 基态 的 几率 随时 间 变 化 关系 为 
-2 5 一 
RF ch jE 一 天] 
十 ah V7 -| 


W, (1) =1—exp(—x) {1+ 


7 


(9. 474) 

当 1->oo 时 W.(o2) 二 0、W; (2) 二 1。 如 果 f 这 7y, 那 么 相应 的 几 
__f .w/tvf 7 
W(t) Rn ( 5 ) 


W,; (2) =1 一 exp( 一 总 人 1 十 严守 天 [1 一 cos( V 产 一 天 )] 
十 nt Vf’ —7)) 
对 于 无 弛 殉 (y0) ,有 
W.(D = sint (F) WD=0 


可 见 蛋 白质 分 子 有 助 于 电子 从 施主 分 子 转移 到 受 主 分 子 。 
设 在 全 同 分 子 组 成 的 一 条 无 穷 长 链 中 ,n 一 na 表示 平衡 位 置 ， 
n 为 非 负 整数 。 当 采用 紧 东 缚 电子 模型 时 ,在 分 子 链 中 占据 点 n 
的 一 个 外 来 电子 的 态 由 哈密 顿 量 给 出 
再 = > [(eo — Do)bb,— D, btsb, 十 中 bs) 


(9. 475) 

其 中 6 、 2 分 别 为 点 nn 处 放出 、 吸 收 一 个 电子 的 算 子 ,eo 以 及 

b 10) 二 g(r 一 n) 为 该 电子 处 于 孤立 的 分 子 中 时 的 能 量 和 波 函 数 ，。 

车 W(r 一 n) 表 示 坐 标 为 r 一 n* 的 电子 与 相 邻 点 n 十 a 上 的 电 
。548 。 


子 之 间 的 相互 作用 的 势能 算 子 , 则 
Ds = 一 | | or—n) [Wr—ntia)+W(r—n—a)ldr 宕 0 


(9.476) 
表征 处 于 点 n 近 旁 的 一 个 电子 和 链 中 相 邻 分 子 之 间 的 相互 作用 ; 
积分 


D, =— |p (r—n—a Wr—n—a pr—ndr 
(9.477) 
RT 
讨论 D, 之 0 的 状况 。 令 wu 表示 分 子 离开 平衡 位 置 的 纵 癌 
位 移 ,于 是 在 调谐 近似 下 分 子 位 移 能 量 算 子 取 为 


Hy = 站 熙 | 六 Pp: kz Cu tra | (9. 478) 


M 为 分 子 质量 、ks 为 纵向 弹性 系数 、P, 为 与 位 移 算 子 w, 相 共 斩 
的 动量 算 子 。 它 们 符合 
Lu, Pr 一 夸 Sw 
当 分 子 偏离 其 平衡 位 置 时 , 除 式 (9. 477)、 式 (9.476) 外 ,还 有 
电子 与 分 子 之 间 的 相互 作用 能 。 这 个 相互 作用 的 算 子 在 最 简单 
的 情况 下 可 表示 为 
H; = X Obib, un — urs) (9. 479) 


X 为 耦合 参数 ;这 样 对 于 一 个 电子 和 一 条 分 子 链 构成 的 系统 ,其 
状态 的 哈密 顿 量 为 


H = Hi 二 TH; Hs (9. 480) 
yt) = >A, texp[Lolt) bt | 0) 
| (9. 481) 
式 (9. 481) 中 10) 为 声 子 和 一 个 电子 系统 的 真空 态 ,o(?) 为 算 子 ， 
o(1) =—— 让 [BL Pa — aCt) ur] 
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A, (2) 的 模 平方 表示 在 点 n 处 出 现 电 子 的 几率 。B, (7) x (2) 分 别 
确定 在 态 式 (9. 481) 中 的 分 子 偏离 平衡 位 置 的 位 移 和 动量 的 平均 
值 。 可 以 证 明 
BC) = Cy) | wu | $00)) 
na(t) = (0) | 方太》 
考虑 泛 函 
gp 一 (VC | H | yO)) 
= {A: [Ceo — Do)A,— DAs tA, a.)] 


+X|As [CB —Bs) + ir + hsp) 
(9. 482) 
.Ns (9. 483) 
由 于 式 (9. 482) 以 A, 、B, 为 坐标 变量 ,以 诉 A;* x, 为 与 之 共 轿 的 
广义 动量 的 哈密 顿 消 数 ,因此 从 式 (9. 482) 推 出 哈密 顿 方程 ， 


三 你 = Leo ey Do XCBH 2 Cn ) ]A， 四 D, (Ai 十 3 
(9.484) 
bp _ 1 
gt Me (9. 485) 
A 二 万 2 2 
二 TE (| A -a | 二 | A | ) k (Oita 一 (9. 486) 


式 (9. 485) 对 t 求 导 并 应 用 式 (9. 487)， 
a2 
5 有 二 XGA 一 As 9 十 和 ore 一 ww) =0 


(9. 487) 

通过 式 (9. 487) 、 式 (9. 484) 可 以 计算 A, (1) 、B, CD (Ci ，, 利 

用 它们 可 以 表示 一 个 分 子 链 加 一 个 外 来 电子 这 个 系统 的 稳 态 波 

函数 式 (9. 481)。 以 A,、B, mm 代入 式 (9. 482) 即 得 系统 的 能 量 , 而 
该 值 应 从 真空 态 算 起 。 

式 (9. 487)\ 式 (9.484) 的 解 在 距离 为 a 的 范围 内 的 变化 很 平 
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滑 , 此 时 可 将 分 离 变 量 n 的 函数 A, (1) 、.B, (1) 变 成 连续 变量 x 的 函 
数 。 取 工 沿 a 的 方向 计算 ,在 x 二 na 处 应 

At2) = Alxvt) Blt) = Brst) 
依 式 (9. 483) ,表征 链 的 分 子 间 距 压 缩 的 函数 由 下 式 定义 


pz 加 ——a AC) (9. 488) 


当 利 用 式 (9. 488) 从 B(x,) 变 到 p(x,) 时 , 式 (9. 487) 、 式 (9. 484) 
在 连续 近似 下 的 形式 为 
( 疾 寺 一 名 十 
ot 


> 9? 
= 2 + a )A lz) 一 0 (9.489) 


2m 
a 二 衣 浊 2Xa 时 二 
EA 
(9. 490) 
记 
6 A DD, = 2D, (9. 491) 
大 
-一 4 站 (9. 492) 
2m 
CR 
Vs M (9. 493) 


设 X= 二 0, 即 电子 与 分 子 偏 离 平 衡 位 置 的 位 移 之 间 无 相互 作用 。 
于 是 式 (9. 489) . 式 (9. 488) 相 互 独立 。 方 程 

了 2 2 a? 

(二 V > 


JplzsD) =0 
描述 纵 声 波 
p(x,L) = posin(t 土 子 ) 
以 速度 V, 沿 z 轴 的 正 向 或 负 向 传播 。 式 (9. 489) 在 X==0 时 也 有 
平面 波 解 
Ai(zyi) 一 AuexpfiLAz 一 (RD)L) 
其 相当 于 导 带 底 附 近 的 一 个 电子 ,能量 为 
KR》 = 名 十 大 (ka < 1) 


2m 
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有 效 质 量 为 m" 动量 为 放 、 导 带 底 的 能 量 为 6 。 
由 于 链 平移 不 变 ,因此 可 以 计算 表示 该 系统 以 速度 V 传播 的 
激发 的 解 。 取 
| px,l) =p(x— Vi) 
| A(z DD |=7 (C0— Wi) 
注意 到 po(C7) 在 fl) 二 0 的 各 7 值 上 均 是 零 , 从 式 (9. 490) 出 发 ,对 
变量 y==X 一 Vt 积分 ， 
PD = | 本 了 (9. 494) 


这 里 S—Y。 式 (9. 494) 代 入 式 (9. 489) ,得 到 非 线 性 薛 定 刘 方程 


可 处 ”这 2 二 
| at % 二 DZ 十 CCS) | ACz,D | JACe) > 


(9. 495) 
非 线 性 参数 


让 GO = 位 (9. 496) 


在 G(S) 为 正 ,就 是 当 S11 时 G(S)|A(zr,?) | 为 负 势 场 ,并 导致 
激发 的 定 域 。 当 S>1 时 G(S) 二 0, 满 足 归 一 化 条 件 ， 


+| | Mmady [de = (9. 497) 
的 解 不 存在 。 这 时 一 个 平面 波 
A(zih) = Avexp(i(kr —wt)} 
形式 的 未 归 一 化 解 具 有 的 能 量 为 


fi2k2 . 
fw = 6 —| Au 12G(CS) 2 《GD 性 的 
对 于 S 二 1, 式 (9. 495) 的 ,符合 归 一 性 式 (9. 497) 的 解 为 


ACx,t) = Weaexp{lilky — (w — kV)4]) 
V2chpam 


G(S) = 


(9. 498) 
式 中 
k= y=zx—z—W (9. 499) 
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_am’Gle) _ X’ 


2 1 
(9. 500) 
Se 多 2 2 
ficw te) 
以 A7 一 表征 电子 定 域 的 范围 。 在 连续 近似 下 ， 
__&2 
Ry = Sl (9. 501) 


xX? 
当 链 参数 (1 ,X,D.) 固 定时 ,上 述 不 等 式 对 电子 的 速度 给 以 限制 。 

从 式 (9. 498) 式 (9. 494) 分 子 间距 的 压缩 由 下 式 给 出 
axX 


二 (9. 502) 
分 子 离 开平 衡 位 置 的 位 移 以 下 列 函 数 表达 ， 
入 
BD Ea! thym) (9. 503) 
依 式 (9. 503)、 式 (9.494) 推 出 
FB 一 TVoln) (9. 504) 


据 式 (9. 501), 泛 函 式 (9. 482) 在 连续 近似 下 变 为 
1 ,人 2 2 ks(l1+S?) 
“= [seD 六] te 


a 六 2 
(9. 505) 
将 式 (9. 502) 式 (9. 498) 代 入 式 (9. 505), 有 系统 的 能 量 ， 
i 2X4(1 一 3S2) 
EC(V) Go 十 Du Ve 3 她 (1 二 Si)D, (9 506) 
当 SZ1 时 
, 2 1 
下 (VD 人 & 3k2D, 非 2 moV (9. 507》 
4MX 
mo 一 Mm 3k3a D. (9. 508) 


故 态 为 式 (9. 498) 时 ,电子 的 运动 伴随 有 分 子 链 的 局 部 变形 。 
【 例 9.1】 讨论 概率 守恒 方程 与 福 克 方 程 。 
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解 : 设 {x(1))=o 是 nn 维 随机 过 程 ,在 1 时刻 ,x(1) 具 有 分 布 密 
度 p(x,?), 命 其 对 各 个 分 量 均 无 穷 次 可 导 ; 以 p(Axr,At|x,t) 表 示 
AXx(1) 二 z(t 十 A1) 一 x(1) 在 条 件 x(2)= 二 xz 下 的 条 件 分 布 密度 ,对 
应 的 特征 函数 记 作 
plu,At | zt) = E{expLiuAr(t) | | x(1) 一 工 人 
将 它 在 x 一 0 处 展开 ， 
PC AL | x,t) = >， pC0)u 


k=0 


文 里 刀 维 向 量 k 一 (如 ,已 ,…, 太 )，》 表示 上 遍历 所 有 可 能 的 


k=0 


i DA 了 好 了 各 
维 正 整 点 格 求 和 ,AL 二 kl ks! …k,!l、g 8 


Aut! ug zk 名、 


二 ww 


依 特征 函数 、 矩 的 关系 ,有 


ee 

pluAt | 这 ;区 三 > ， 0 ak (x,t) @l 
k=0 . 

二 区 = 再 (Ai | (0) = x) @ 


利用 反 演 公式 ， 


| | . 
PCAxs A | x ri) CO) exp(— iuAz)plu, At | x,t) du 


>) | < 项 
1 《2 Cl exp(— tu Ax)du 由 


时 Az=Z 一 rz 0Cz 一 z) 的 特征 函数 为 
9(u) 二 exp(iz，w) ;经 过 反 演 ， 


d(x — Xx) = ms | exp[— iu(x’ — x) Jdu 3) 
(27)” 
R' 
从 而 
了 G(Cz 一 Z) 一 1 | Grexp[— u(x’ — xz)Jdu © 
9x* (27)" 
R' 
得 到 


paritt (xd = rtd) 血 
k=0 


取 p(x,) 表 示 X(t) 的 绝对 分 布 密度 ,由 全 概率 公式 ， 


pn | A = Jp carsa We 
R' 


把 式 @D 代 入 ， 


plx' ,tt At) = 二 jeez 之 (x — Xp(r,t) dr 


k=0 


1) 误 2 
一 》， te sky ,ptr "sd] @ 


ss k 大 
Eilon) p(zst)] 


p(xst+AD)— px,t) = >») 
k=1 
上 式 乘 亏 、 令 Ar->0, 推 出 


a _ Da 
FP TD 和 El [ok (zt) pr,t)] 四 


二 和 二 站 全 二 起 三 交 交 下 To 二 到 
Arr0 At 


称 之 为 大 导 矩 , 式 四 称 为 概率 守恒 方程 。 

概率 守恒 方程 往往 只 有 前 两 项 ,不 妨 考虑 一 维 情形 。 若 各 阶 
导 和 矩 w(x,?) 均 存在 , 则 当 w(x,t) 二 0 对 于 某 个 偶数 成 立时 , 它 
对 所 有 不 小 于 3 的 & 成 立 。 事 实 上 , 若 & 为 不 小 于 3 的 奇数 , 则 


二 | AD— zt | wt.= i 
N=0 At 
lin LIA aa | stey = wi 
Ar-=0 Ai 
依 施 瓦 兹 不 等 式 知 


wa a wl CE) (Rt) DO 
同 理 , 若 & 为 不 小 于 3 的 偶数 , 则 
wT EE wa Crt) (ryt) (2 


取 7 为 偶数 ,使 w,(z,)=0, 于 是 由 式 @@ 推 出 
* 555 。 


wriCZzyt) 一 arH GZzot) 一 0 
由 式 @ 推 出 
W(t = ne 0 (r= 
如 此 递 推 ,对 所 有 k 宇 3,wi (zx,t) 二 0。 
对 于 多 维 情形 ,只 要 每 个 分 量 3 阶 以 上 导 和 矩 为 零 , 随 机 向 量 3 
阶 以 上 导 矩 也 为 零 。 当 ww(z, 六 三 0 对 一 切 & 宇 3 成 立时 ,概率 守 
恒 方 程 变 为 


Fp zt) = 一 到 [ww (z 罗 站 十 如 [usta oa 六 
对 于 条 件 分 布 密度 ,to) ,也 有 
gb rt | Xo ,to) 一 起 [o (wt) pl | To ,Lo) |] 
过 2 EE own be | owto ) | (Ey 


初始 条 件 为 plx,to | zo 5 一 (GZ 一 而 ) ,这 就 是 福 克 方 程 。 
在 马尔 可 夫 过 程 中 式 @ 称 为 向 前 方程 ,对 应 的 向 后 方程 为 


9 9 
Ep | Zo sto) = | 0 看) (To 本 


了 D2 
一 记 sp (zt | Sey to )ovw (mo sto) (8 
C 0 


初始 条 件 为 plx,to | zo 加) 一 SCZ 一 2Zo)， 这 就 是 柯 尔 莫 格 罗 夫 方 
程 。 马尔 可 夫 过 程 可 以 通过 向 前 方程 或 向 后 方程 确定 其 转移 概 
率 密度 。 式 四 、 式 四 的 分 量 式 为 


Se 
gp zt | Ko slo) Ss > ae 


站 


1 Fz az Ls (T°)p] 人 


2 全: 


9 De | 3p 
et | Zosto) Pa) Ix, 


-于 2 wa 52 @ 


2 =] 019 To0j 
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a (X11) = lim 1 ef Cg —z (| z(t) = zx} 
Ar0 At 


ai (zt) = lim (Tz 十 翅 拉 一 2i(Ct)]。 电 
Ar-=0 Ai 


[z(t A) — xz] | z(t) = z)} 
【 例 9.2】 讨论 悬浮 体 的 输 运 。 
解 :悬浮 体 是 一 种 软 物 质 。 软 物质 由 固体 液体 .气体 或 大 分 
子 等 基本 组 元 构成 ,是 介 于 理想 流体 ,固体 之 间 的 复杂 系统 ;其 结 
构 单 元 之 间 的 相互 作用 非常 弱 ( 约 AT) ,由 热 涨 落 、 炉 主导 它 的 运 
动 . 变 化 , 软 物质 的 最 基本 特性 是 对 外 界 小 作用 的 大 响应 与 自 组 
织 行为 。 软 物质 物理 是 物理 学 的 一 个 分 文 , 属 于 凝聚 态 物 理学 的 
范畴 。 处 理 软 物 质问 题 涉 及 非 平衡 态 统计 力学 等 理论 。 
(1) 线 性 电介质 和 瑞 利 方法 
首先 研究 线性 电介质 颗粒 在 外 加 电场 条 件 下 的 性 质 。 基 质 
和 杂质 区 域 中 的 电介质 的 本 构 方 程 分 别 为 
D, = 二 epE (在 Qs 区域 ) 中 
其 中 五 为 电场 程度 .了 D 为 电位 移 和 撩 量 ,p 或 表示 杂质 i 或 表示 基质 
六 中 的 物理 量 ,si es 分 别 为 杂质 基质 区 域 中 的 介 电 常 数 ,2 
分 别 表示 杂质 、 基 质 区 域 。 
在 0, 内 静电 场 方程 为 
VvV.D,=0 
VxE,=0 
若 电 势 如 满足 E, 二 一 V8 , 则 电场 无 旋 方程 式 @ 可 以 满足 。 
电势 关系 代入 式 @, 有 拉 普 拉 斯 方程 
Vi¢$,=0 
当 相 界面 无 宏观 面 电荷 时 ,两 相 界 面 上 的 边界 条 件 是 
(D; 一 D) 7 一 0 (在 9Q; 内 ) 
(E,—E) Xn 二 0 (在 3Q; 内 ) 
式 中 为 颗粒 界面 的 法 向 单位 矢量 。 
今 考虑 个 颗粒 悬浮 在 均匀 基质 中 形成 的 颗粒 系统 。 外 加 电 


= 37 “ 


OQ@ © 区 的 提 


场 Eo 二 Eoe;。 由 基质 及 ala 王 1,2,…,s) 个 颗粒 占据 的 区 域 分 别 
记 作 Q; 、Q2, ,以 hla) 标注 基质 (颗粒 ) 区 域 中 的 物理 量 。 
取 r, 为 从 第 a 个 颗粒 的 中 心 到 某 点 的 位 矢 , 在 球 坐 标 系 中 
,二 (rs,0, ,8s) ,电势 满足 拉 普 拉 斯 方程 ,在 a 颗粒 附近 的 电势 为 
$iCr,) = As + » DD AsritBari YG,p) OD 


{=1 m=—l 


在 a 颗粒 内 的 电势 为 
下 人 一 全 十 SiC 信人 @ 


Yu (0, ,8s) 为 第 二 类 柱 贝 塞 尔 函 数 。 

当 外 加 电场 时 ,上 颗粒 表面 有 感应 的 极 化 电荷 ,可 以 用 格林 范 
数 摘 述 极 化 电荷 对 介质 中 电场 的 效应 ,计算 电场 的 不 连续 即 推出 
a 颗粒 表面 的 感应 电荷 ， 


6 9 
qb. 8) 一 | 入 向 Cr) | 


-> ZH Ym (0, ,9.) @ 
有 | 一 | 
颗粒 表面 极 化 电荷 对 于 电势 的 贡献 为 
WO = J ton omar 四 


这 里 Ar.) 为 外 加 电场 的 电势 ,mr 、rs 分 别 为 从 第 a 个 .第 6 个 颗粒 
的 中 心 到 参考 点 的 位 矢 rm 一 产 一 Re ,Rg 为 从 第 a 个 颗粒 的 中 心 到 
第 B 人 心 和 x 间 的 格林 函数 为 

上 3 机 和 Sg ,op Ymn(0,9) 加 
式 中 ro 或 we rr 的 较 小 者 或 较 大 者 。 利 用 勒 让 德 函 数 的 正 
交 性 质 可 以 完成 式 @@ 中 的 积分 。 以 第 a 个 颗粒 的 中 心 为 坐标 原 
点 ,基质 中 的 电势 为 

。 558 


于 co i 有 
Mt = fT DDD A) 国 
第 7 个 颗粒 中 的 电势 为 
oo l 
JE 


二 8 
3 es B 
由 式 @、 式 @ 在 第 a 个 颗粒 的 表面 利用 边界 条 件 , 有 


Cs, = B;, Ee 站: 了 局 二 


Bs, 
TY = 一 一 全 
1 十 Egh 十 


ex 一。 为 第 “ 个 颗粒 与 基质 的 介 电 常数 比值 。 在 第 个 颗粒 内 式 
@ . 式 @ 成 立 , 故 在 该 记 颗 粒 中 可 以 建立 等 式 
Sy Siig Yh, (0 ,mw) =— Eoz, + py S pa Yi (Ongp) 


l=lm= 有 za (=1n 

四 
式 @? 称 为 瑞 利 恒等式 , 它 适用 于 周期 性 或 非 周 期 性 颗粒 系统 。 在 
式 人 中 对 = 求 导 ， 


/十 
( ™ |Pr, (cos0, )ri* A expCimg.) 
n 


l=ntl m=—(l—n) 


S co 有 后 
_ D3 2 > (= ( 二 PY (cosOs)exp(imga) 


有 ze l=1 m= 
=— Eo6n 3 
P?_, (cos0, ) 为 关联 勒 让 德 函数 。 
在 外 场 作 用 下 ,由 于 颗粒 和 基质 的 介 电 常数 矢 配 ,因此 在 颗 
粒 界面 可 能 产生 极 化 电荷 且 颗 粒 之 间 有 各 向 异性 的 感应 电 作用 


”9559 。 


力 , 这 就 是 电流 变 效应 。 从 第 个 ,第 8 个 颗粒 构成 的 二 粒子 系统 
可 以 得 出 电流 变 效应 公式 。 把 坐标 原点 取 在 第 个 颗粒 的 中 心 ， 
即 普 二 0 二 一 Re ,不 失 一 般 性 ,将 矢量 Rg、E。 取 在 O yz 平面， 
于 是 mm 二 0。 这 时 式 曲 变 为 


oo Ll 十 Ala 
As = 为 D3 C=— ,1 ' "二 一 人 一己， (cosgac ) ) 一 Es — Eo 
l=1 到 一 一 n 
O 


这 里 RR 二 |Rg | .94w 为 端点 取 在 第 a( 或 B) 个 颗粒 中 心 矢量 Re (或 
一 Ry) 的 极 角 ,cosOw 一 一 cos0%cg 。 

计算 表明 m 隆 0 的 系数 BB, 对 能 量 贡 献 很 小 ,可 忽略 这 些 系数 
作 近 似 ， 


机 2 | 
Am =— Eo 十 3 (— 1)” : 让 Pu(cosg) 四 

推 证 中 使 用 可 B® = ER 一 】 tt B%， 而 系数 
Bs Eo @ 


(a3T4)7 + 2P,(cos0)R? 
在 给 定 外 电场 E, 的 作用 下 , 把 一 个 颗粒 引进 基质 中 导致 的 
静电 能 的 增 量 为 
We | i 
W = |(E .D,—D. E)dix 


-= 寺 > | (@ -edE. Ediz— W, 十 W， 的 
a=ab hn 


第 二 个 等 号 右边 的 积分 为 颗粒 占据 的 区 域 取 积分 ,W。、W 分 别 
为 颗粒 a 、b 引起 的 电能 增 量 

将 电能 W 关于 联系 两 个 颗粒 中 心 的 矢量 的 导数 ,得 到 作用 
于 颗粒 上 的 电感 应 力 ， 


CR 全- 1 aW 


aRj,” R 90 @ 
ee 分 别 为 颗粒 中 心 连 线 的 矢 径 方向 和 极 角 方向 的 单位 矢量 ; 作 
用 于 静止 颗粒 上 的 感应 力 的 公式 为 

" §60 « 


902, Eh 6 Es 


FY = 3 ji 
8ra 工 一 eu a| (GT 十 2P:(cosgu (入 ) | 


| ( 革 ) (3Ccosb ) 一 1)e, + sin(20,, )e | 四 
该 应 力 公 式 在 整个 颗粒 距离 的 范围 内 均 有 效 。 对 于 较 贡 阶 近似 ， 


Br Eo 四 
(a3T4) + 2P,(cos0)R® 十 39,P;(cosb )R’ 
式 中 


@, 3P;(cos0 )R™ 
(asTs) !++6Pi(cos0 RS 
这 是 更 为 精确 的 电流 变 效 应 计算 公开 

在 电流 变 液 中 ,颗粒 之 间 的 各 向 异性 相互 作用 使 颗粒 沿 外 电 
场 的 方向 聚集 成 链 。 由 于 电极 保持 固定 的 电势 ,因此 颗粒 及 其 像 
形成 了 无 穷 长 链 ,然后 链 又 聚集 成 具有 唱 格 结构 的 柱 。 

设 链 由 相同 的 颗粒 构成 , 它 的 半径 为 a, 颗粒 之 间 的 间距 为 ;。 
链 的 轴线 沿 外 场 的 方向 , 沿 链 的 轴线 电势 具有 平移 对 称 性 。 通 解 
中 出 现 的 未 知 系 数 对 于 每 个 颗粒 都 相同 ,对 于 每 个 a 均 取 6, 二 ei。 
将 坐标 原点 放 在 某 个 颗粒 中 心 ,将 外 加 电场 E, 的 方向 作为 = 轴 
方向 并 把 该 颗粒 记 作 第 0 个 颗粒 。 此 时 势 场 应 与 方位 方向 无 关 ， 
故 颗粒 和 基质 区 域 中 的 电势 简化 为 


点 Cr) 一 Co 十 >) CorYyo(g,o) 四 
[一 一 


办 (r) 王 一 下 5 过 十 之 让 Bas” !Y, (0 0) ) O@ 


在 柱 坐 标 中 点 (p,z,$) 到 第 7 个 颗粒 中 ， 心 的 距离 为 7 二 十 (z 一 
jso)*。 经 过 改变 式 四 中 的 求 和 项 ,电势 沿 轴线 的 周期 性 质 可 以 得 
到 表现 。 对 于 /一 2， 


1 3 2 
人 ‘Yn(0, '9) 一 > (BB 十 (z— js0) Pe 2 We 十 (z—js0) Tp 


让 ok 
四 


» Dbl 


其 中 EK 为 修正 贝 塞 尔 函数 。 
对 式 @ 中 的 各 项 也 作 同 样 的 变换 ,可 以 把 基质 中 的 电势 表 
达成 
办 (oz) 一 一 下 oz 


= 1BnS,,, (Kz) Ko ho) 四 
0 k=1 /一 1 


而 
8 = sinx (n 为 奇数 ) 
人 coOsXx (n 为 偶数 ) 
m(l) 一 加 (2) 一 1 mn(3) 二 加 (4) = 
加 (十 472) 一 加 (2) (m a 
对 z、o 求 导 得 到 颗粒 链 的 电场 ， 
9 办 
E. gz 
=E + 5 DC Dm RD BoS,, (Ke) Ko hp) 
$0 g=1 1=1 
0 
9 
E, -= 
得 


=— DOC Dm RGBoS (ez)KOo) 团 


$m 个 ( 司 


Ki 也 为 修正 贝 塞 尔 函 数 ， 
在 无 穷 长 链 中 , 因 对 称 性 、 周 期 性 , 式 外 变 为 


x 


>») Pp,,(cosDr Bu 


SS UU—n)! Ta 
== 局 坟 洁 2 1)” CBoUm(Q) ® 
定义 无 穷 长 链 的 格 点 和 ， 
U,(Q) = yiP (cosg,) ® 


j¥0 


这 时 式 色 为 
。 562， 


{=nt+l1 Tia 
— Edn+ DD " BoUnn(Q) 国 
利用 勒 让 德 多 项 式 知 Us (0) 一 0、U 0 


黎 曼 人 函数 。 把 Q 取 为 坐标 原点 ,由 U, (0) 性 质 知 B20) 二 0, 确定 
B2+akco) 的 方程 为 


(2n 十 1)! (2 二 2n 十 2)1 
a 一 Eo 总 CO Biricoy Uz (0) 
® 
保留 充分 多 项 ,进行 数值 计算 ,得 到 
B Eoa’ 四 
» Tr +4adt(3) 


4 一 让 为 约 化 颗粒 半径 。 


设 链 a、2 为 两 条 平行 的 颗粒 链 , 链 的 方向 与 外 场 方 向 平行 ， 
链 a.b 由 相同 颗粒 组 成 。(rao ,ow ,Giow ) 表 示 原 点 取 在 链 a 上 
的 坐标 中 a (a 二 a,5) 链 上 的 第 nn 个 颗粒 的 位 置 ; 同 理 可 定义 
(ra 和 om 5 这 时 原点 放 在 链 5 上 ,对 于 颗粒 链 对 ,颗粒 的 
电势 为 


oo i 
rs) = 02) 2 ChriYn l(b, ,ge) ® 


{=1 m=—( 


原点 取 在 链 a 的 坐标 系 中 ,基质 中 的 电势 为 
bn ra) 一 一 下 oz + 立 习 阅 [ 和 1 租 HT SY, (een sph) 


1 {=1 m=—l 


十 2 4 Yn (Ocn) » Phon) ) | a) 


交换 ab 得 到 原点 放 在 链 5 上 的 坐标 系 中 基质 电势 的 表达 式 。 今 
以 希腊 字母 标记 不 同 的 链 。 
系数 了 2 由 两 组 瑞 利 恒等式 确定 ,其 中 一 组 瑞 利 恒等式 为 


”563 。 


和 2 AbriY (0, gu) 


oo 00 Ll 
=— Eoz++ >) >) 2) Bratt Y(t ,hon ) 


m0 Tl m== 
(人 十 1) 
Dn 3 D1 Bhratt? Yi 《bm » phn) ) 
2 lm=— 


9 


在 式 国 中 交换 < 得 到 另 组 瑞 利 恒等式 。 定 义 颗 粒 链 对 的 格 


点 和 ， 

3. (6) 一 PTCcosbao yexpComng pw ) 
式 的 变 为 

A 一 pale wy( Bo 


=] m=—l 


也， Lo (人 | =— Eo6, 


链 5 的 瑞 利 恒等式 为 
bh 一 半 1 if 


B%, Ubem) (Q,)] =— Eo6 
沿 链 轴 线 的 方向 电势 也 有 周期 性 ,于 是 
rym = MP + zo = VP + nso tt zo) 


Zn) nso 十 z0 
eos SS == 


Tln) Vo 十 (nso 上 zo ) 


zo 为 链 间 的 距离 。 


0 


若 两 条 链 组 成 颗粒 相同 , 则 无 需 标注 颗粒 半径 和 介 电 常数 指 


标 。 标 点 和 的 性 质 : 
Usio (Q,) 一 Lo (CQ ) 
Useo (Q,) 一 Useo (CQ ) 
Us (Q,) =— Us CQ) 
Us (Q,) =U&no (Q) = 0 
不 同 链 的 系数 的 关系 : 
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s 二 
Brico) Bi B20) 2 Bsco) 


确定 系数 方程 为 
Bb; > (2L 十 1 十 m0)1 
nl Tua 之 (一 1) 人 [LBéic) Ugo) (Q,) 


3 ! 
+ Be USirirmao) (CQ ) ] (— 1 《2 十 7D)1 
{=1 


(22)1! 
[LB8eo Uynco) (CQ.) 一 Béco) ULJ34wo) (Q) | 二 Eo © 
在 低 阶 近似 下 ， 
Bs E, 
2 (Tia3) +2[U% (QQ) + US CQ 一 39:Us (CQ ) 
@ 
式 中 
柄 三 3U3 (CQ ) 
(Ta) — 6[U4(Q,) 一 Us (Q,)] 
颗粒 链 之 间 的 相互 作用 力 为 
FS (ozo) 一 = 2Os [Ugo (p, zo)e, + Uso Cp, zo)e | @ 
而 
0 O; 
{((Tia3) 7 +2[U% (QQ) + Us CQ 
0 3V。 (gp —e)Es 
全 8ra3 l=€ 
V。 是 颗粒 体积 ;又 
Us (ozo) = p 3 (1 — 5cos’Mun ) 四 
1 一 一 co ab(n) 
Us (p,z0) = Sols (3— 5cos:06)) (Re) 
n=—00 td 
计算 表明 瑞 利 方法 具有 良好 的 收敛 性 。 
《2) 颗 粒 界面 的 结构 


现 以 周期 性 点 阵 模 型 研究 悬浮 体 界 面 热 阻 对 传 热 性 质 的 效 
应 。 设 在 = 轴 方 向 有 一 个 外 加 的 均匀 温度 梯度 To, 杂质 和 基质 区 
域 的 温度 场 的 通 解 为 
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T(r,0,9) = Di > PD, r’Ys, (0,9) 


=] m=—s 


T(r,0,9) = E+ Sl y (正六 十 For DY (bp) 加 


5 一 ] m=—s 


对 于 导热 ,界面 上 温度 的 边界 条 件 为 


一 - 源 ， 5 一 (一 T;) (在 302; 上) 的 


这 里 io 为 接触 热 阻 。 将 通 解 代 人 边界 条 件 , 得 
Pi 
Fu (2s+ 1) 
s(1 一 & 十 闫 ja 


点 we 三 


D,, = 


-二 
1 k++ BI 
$1 | (sl 
让 年 下 BI 


G, = 


其 中 一 息 , 毕 奥 准 数 BI 一 和 4。 利用 格林 函数 ,有 


5 DEsr'Y,, (0,9) = 3 XY TY (0, sg) 十 Tiz 国 
5 一 ] m=—s YE0 s=l m=—s ”7 


式 四 为 界面 上 势 有 间断 的 广义 瑞 利 恒等式 。 
悬浮 体 的 有 效 导 热 系 数 依 平均 热流 ,平均 温度 梯度 间 的 本 构 


9 了 
dz 四 


"为 有 效 导 热 系数 。 当 存在 接触 热 阻 时 温度 场 在 界面 上 不 连续 ， 
温度 梯度 在 界面 上 有 奇 性 。 为 此 把 温度 梯度 的 平均 值 推广 为 


(2 =| dx | 由 Ze: 


9z 
n, 
9Tiy x+ | et pire 
| 9z gz D 


A 


(《g;) =—k* 
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是 


热流 在 系统 中 到 处 连续 , 故 其 通常 的 定义 也 适用 ， 
a -此 Ddx 


k; _ ,aT 
= (k kn 人 JeDw k, EE 的 
pi; 为 颗粒 浓度 。 综 合式 国 、 式 为 ,给 


-前 jeDw 

k, 《于 四 
9z 

考虑 一 个 有 效 导热 系数 &A* 的 球形 颗粒 悬浮 在 导热 系数 必 的 基质 
中 的 系统 ,在 = 方向 施 以 均匀 温度 梯度 ,推出 


人 @ 
8 二 和 
式 凶 代入 式 人 @， 
k” = 
bh 一] nF y 
3 了 0 
(3) 动 态 电流 变 效 应 


假定 颗粒 界面 无 自由 电荷 ,电流 变 效应 源 于 颗粒 和 基质 之 间 
的 介 电 矢 配 ;对 于 静止 的 颗粒 ,外 加 电场 导致 的 颗粒 表面 的 极 化 
电荷 分 布 为 r, 称 之 为 平衡 极 化 电荷 分 布 。 今 考虑 颗粒 旋转 对 于 
电流 变 效 应 的 影响 。 描 述 旋转 颗粒 表面 极 化 电荷 分 布 的 微分 方 
程 是 


9 90 9 _ 0) — 6(0) 
20 0D) | 也 555(0， si 名 


式 中 c(0,2) 为 旋转 颗粒 表面 取决 于 时 间 的 极 化 电荷 分 布 、z 为 极 
化 过 程 的 弛 驳 时 间 、2 为 旋转 颗粒 表面 的 极 角 , 式 多 称 为 极 化 电荷 
弛 殉 方 程 。 

当 颗 粒 绕 中 心 匀速 转动 时 90(1) 一 ,此 时 极 化 弛 和 豫 方 程 简 
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化 为 


9 9 o(0,1t) — o.(0) 
1 0D Hw dg oO) 


四 


这 里 认定 平衡 极 化 电荷 的 分 布 只 是 0 的 函数 。 对 于 低 颗粒 浓度 ， 
可 做 近似 处 理 。 将 颗粒 的 极 角 作 周 期 开拓 ,平衡 极 化 电荷 分 布 的 
傅 里 叶 展 开 式 为 


oe(0) 一 yo 十 > [yexp(in0) + 7; exp(— in0) |] 
n=1 


@ 


注意 极 化 电荷 分 布 为 实 函 数 。 同 理 , 取 决 于 时 间 的 极 化 电荷 分 布 
的 依 里 叶 展 开 式 为 


ol0,t) = folt) + EA (Dexp(ing) 十 fi (t)exp(— ing)] 


时 条 以 


式 的 给 出 了 旋转 时 粕 表面 极 化 电荷 分 布 的 时 间 变化 。 作 变 换 ， 


一 


ft) nwfn(t) 


f(D) = f+ 


式 的 变 为 


天 X 让 本 ( 工 +z】 区 二 


系数 9 由 


给 出 。 式 人 @ 的 解 为 一 对 实数 ， 


Qn 十 7xorp， p 二 应 一 zuran 
1 十 (mor) ” 工 十 (xxor) 


其 中 6 二 a 十 i6, ;7 二 a 十 iB,。 式 外 解 为 


fl 革 cgO)exp| 一 (= 十 am) | 


综 上 推出 匀速 旋转 颗粒 的 极 化 弛 驳 方 程 的 通 解 


A, yy Ya np Cnt) eB expC= andy] 
mn 一 0 
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的 


的 


(WW 


人 


于 (a 十 ») (6,(0expLin (0 — wt)] 
n=] 


十 of (Wexp[—in(0—o)]) )exp(—) ® 


若 颗 粒 65 以 角速度 w 绕 其 中 心 匀速 转动 ,颗粒 a 静止 , 则 平 
. 衡 极 化 电荷 的 傅 里 叶 级 数 为 


d= 二 FUsLexpCik0,) +exp(—i0)] @ 
k=1 


而 
D> gH (k= 0) 
Ws = LA 1,r) (一 27r 十 1) 四 
>) Hehe) (k= 27) 
且 
G, (ns7) 人 
G.(n,k) | | 
比较 式 @, 有 
nV dU, po 


利用 极 化 电荷 弛 驳 方 程 的 通 解 ,得 到 旋转 颗粒 表面 极 化 电荷 
的 分 布 ， 


ab, =Uo + {co DLe, 0,)explin(b, — wt)) 
n=1 
二 cx (0,)exp(— in(O, 一 wt))]J}exp( 一 三 ) 
Tt 
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十 >) [Catid,)exp(ing,) + (a, 一 荔 ,)exp( 一 zzg5)] 四 
7 一 1 


其 中 


二 U; 2 Twn Eh 
”1 二 (mwn): 2 1 二 (wn) 2 


当 t>co 时 ,推出 旋转 颗粒 系统 极 化 电荷 分 布 的 定 态 行为 ， 


a 


Y@ 


a(b,co) = Uo >) [2a,cos(m,) + 26, sin(nd,)] 
实际 上 动态 电流 变 效 应 中 可 以 进行 测量 的 量 就 是 这 种 长 时 间 下 
的 渐 近 性 质 。 
将 颗粒 a 表面 的 极 化 电荷 分 布 与 旋转 颗粒 2 表面 的 极 化 电荷 
分 布 代入 式 @, 积 分 给 出 电流 变 液 中 的 电荷 分 布 。 对 于 颗粒 a 更 
止 .颗粒 匀速 旋转 的 系统 ,基质 中 的 电势 为 


Pe > 3 PiCcosg) 
十 > ss P(eosb,) 
颗粒 5 中 的 电势 为 
而 (An =— Es P(eost) > 2 iPiCeosl,) 
十 p 2 PCeos0,) 久 


如 果 颗 粒 之 间 的 距离 较 大 ,忽略 颗粒 2 表面 电荷 的 重新 分 布 对 颗 
粒 a 表面 电荷 的 影响 ,那么 颗粒 a 中 的 电势 分 布 为 式 四 。 瓦 % 为 
旋转 颗粒 表面 电荷 分 布 的 勒 让 德 展开 式 的 系数 ， 


o(0, ,ce) 一 > HP (cosb,) 的 
l=0 
进一步 得 
Uu + >) [2ascos(m) + 2b,sin(m0)] 
n=] 


s B70 * 


一 Us 十 >){[7(2z2) +W(2n) JPs, (cosb) 
n=0 


+[w (2nt1)+W(2ntt 1) Pn (cos0)} 外 
并 且 
(2r 十 1)26.4 (A pe 
十 Dy 2b OTA C21 j++) (= 2),) 
W(7)= 3 


(2r 十 1)2b,41 (A p> 


二 D265) XZ,j ml+1) (= 2j,+1) 
l=1 


四 
丸 (22 十 1) 一 > 2a (San ic 十 22 十 1,m) 国 
k=0 
Wf (2n) = >) 2arron (Abrt2n) A (2k + 2n,n) 四 
£=1 
. (2n+ D1!! 
Mn 2™1nl 的 
s 2 nl 
ET 9 
比较 式 贺 、 式 加 ,有 
Cs (= 0 
FH = Je 二 W(2n) (1 = 2n) 9 
72antD)+W2nt1l) (= 2n+t+1) 


以 A 、B%, 、C 罗 分 别 替 代 式 @ 一 式 四 中 的 A% 、B%, 、C% 可 以 得 到 适 
用 于 旋转 颗粒 区 域 的 瑞 利 恒等式 ， 


G+ PCPileos) =— En + > 2 iP, Caost,) 
l=1 
+ H% 革 P， sa ® 


2l 二 1a 


* H71 >* 


去 十 1 


二 TY 
WB = 
a rH ® 
于 是 颗粒 中 的 电势 变 为 
$ilra) = >) ChriP cosb,) @ 
l=0 


把 颗粒 4 中 的 电势 式 贸 代入 静电 能 的 公式 。 利 用 勒 让 德 多 
项 式 的 正 交 性 质 积 分 ,得 到 旋转 颗粒 导致 的 电能 增 量 


WwW, = | gEs Ed 
8 


几 


BC% (en 和 es)(2Eo = Wié 的 
_ Hi 
Fh 
W, 为 当 颗 粒 5 静止 时 的 电能 增 量 ， 
WwW? 二 Ch (En —€)02Eo (ep) 
Tn 
颗粒 a 引发 的 电能 增 量 为 
Ws 一 一直 Ch le 一 sa)0.B。 四 
nT 
系数 为 
Hs SS 1 0) How CC2n,1) 
十 VC2n 十 DB 四 
7 一 0 
式 中 
Vm De YT ca 


El 1+ [root 1 

@ 

责 %, 因 角速度 增 大 而 单调 下 降 , 故 作用 于 旋转 颗粒 上 的 感应 力也 
因 角 速度 增 大 而 下 降 。 


5 2 


对 于 由 两 个 相同 颗粒 组 成 的 系统 ,一 阶 近 似 下 系数 Bi 有 式 
@@。 式 四 中 的 系数 上 近似 值 为 


1 
所 二 电 


由 于 上 述 公式 与 颗粒 中 心 连 线 的 矢量 无 关 , 因 此 旋转 颗粒 上 感应 
力 的 主 项 F;” 和 静止 颗粒 感应 力 的 主 项 ”的 关系 为 


pe [lt | . 
式 电 表明 :1) 根 据 旋 转 颗粒 的 旋转 速度 及 介质 的 极 化 弛 豫 时 间 ， 
可 以 确定 作用 于 旋转 颗粒 上 的 电感 应 力 ;2) 通 过 测量 不 同 角 速度 
作用 于 颗粒 上 的 电感 应 力 , 可 以 测定 介质 的 极 化 弛 豫 时 间 。 
(4) 悬 浮 体 弱 非 线性 电导 性 质 
考虑 Kerr 型 的 电导 本 构 关 系 ， 
三 二 opE 十 X, |El:E (在 Q, 区 域 ) @ 
其 中 Xi 、X; 分 别 为 基质 .杂质 区 域 中 的 非 线性 电导 率 。 仍 以 上 
(或 下 )h 标注 基质 区 域 中 的 物理 量 、 杂 质 区 域 中 的 物理 量 仍 以 上 
(或 下 )1 标注 。 运 动 方程 为 电流 守恒 方程 与 电场 的 无 旋 方 程 , 边 
界 条 件 还 是 流连 续 和 势 连 续 。 式 @ 为 非 线 性 ;把 基质 的 非 线 性 电 
导 率 取 做 展开 参量 ,电势 的 微 扰 展开 为 
$? 二 寻 十 Xigf 十 Xip8 十 … (在 Q 区 域 ) 也 


置 B=: .G 二 |E|?, 将 势 的 展开 式 代 入 本 构 关系 、 运 动 方程 ,将 展 


开 参 量 不 同 短 的 系数 集中 ,得 到 微 扰 势 方程 及 边界 条 件 。 零 级 、 
一 级 微 扰 势 为 


opV :8 二 0 (在 Qs 区域) (tm 
oi:V ?和 十 BCV$9，VG 十 G5 V ?$9) = 二 0 (在 Q; 区域 人 
onV? 典 十 V 奢 ，VG 十 GV? 吉 一 0 (在 Q; 区域 四 

在 柱 坐 标 系 中 边界 条 件 为 
归 一 劣 la (= 0,1) 
ao V$10 = or V8 |an, (09 


i O73 


Oh Vp’ 二 G6 Vg3 下 Gi Vgi 十 BG6 Vo an @ 
无 穷 远 处 电势 的 边界 条 件 为 
9 
F378 (co) = 
据 此 ,无 穷 远 处 微 扰 势 的 边界 条 件 为 
$00) 一 一 加 


_ 5 @ 
了 时 (co) 一 0 (=1,2,3,.) 


零 阶 势 的 方程 及 边界 条 件 等 同 于 一 个 相应 的 线性 问题 ,对 于 二 维 
线性 问题 的 解 ， 


po 二 一 CEorcosO 也 
此 一 一 ECr 十 和 -1)cosb 电 
oi 2 Bs 
其 中 Bm 天 < 一 .0 二 0; 十 os。 一 阶 势 的 方程 为 
vgs . VGN 十 G3 Vv? 双 
一 [(802 六 5 — 4br ’)cos0 — 4br cos’0]E; @ 
ovV $=0 四 
满足 给 定 边界 条 件 的 解 为 
#1 二 -全 [ (6 rr 十 br — bar jcosg 
一 和 二 -4 
检 (bar 十 3 )cos30 | ®@ 
0’ =— (barcos0 bari cosO) ES 全 


在 低 浓度 的 悬浮 体 中 ,对 非 线 性 本 构 关系 取 平 均 , 有 
十 |[J 一 (onE + X, | E | 五 十 办 | 五 EE 二 …)]dV 


=J+ (mE+X, |ElE+wm | 互 | 五 十 …) 电 

V 为 悬浮 体 的 体积 ,五 分 别 为 电流 .电场 的 平均 ,六 为 5 阶 电导 

率 。 如 果 基 质 和 杂质 均 有 形式 为 J 一 X| 五 | 巨 的 本 构 关系 ,那么 

系统 的 有 效 本 构 关系 也 有 相同 的 形式 。 当 基质 、 杂 质 都 有 Kerr 
。 574 。 


型 的 本 构 关 系 且 微 扰 展开 式 可 以 应 用 时 ,悬浮 体 电导 的 有 效 本 构 
关系 均 有 形式 : 
J=oE+X’ |E|E+ry |ElE+: @ 

由 于 基质 区 域 中 方程 式 电 等 号 左边 被 积 函数 为 零 , 因 此 可 以 推出 
广义 朗 道 公式 ， 

VL Er XX IE IE 

+ Cp—m) | ENE+]dz 

一 (co —o)E+(X*—X,)|EIE 

十 (人 太一 大 ) | ElE+. @ 

微 扰 势 的 解析 式 代 和 人 式 四 , 积分 给 出 计算 非 线 性 有 效 电导 率 的 


公式 ， 


on @ 
X"* =X; +pL(o; 一 om) Xbs tt (CX; — X,)c:] @ 
人 六 =pXi[ (0; —6,) Xics + 3CX; — Xs)c26] 四 
(5) 非 线性 瑞 利 法 


对 于 零 阶 势 , 基 质 和 杂质 区 域 中 的 方程 均 为 拉 普 拉 斯 方程 ， 
所 以 一 阶 势 的 通 解 为 


$7,0) 一 Co 十 Dr [CsinCmb) + chcos(m0)] @ 
m=1 


7,0) 一 Au 十 > {rr LA, sin(md) + AScos(m0)] 
m=1] 


+r™[LBl,sin(mb) + B2,cos(m0) ]) @ 


系数 A8,, 、.B%, .C4 中 的 gqg(q 二 1,2) 以 区 分 正弦 (gq 二 1) 余弦 (gq 二 2) 
基 范 数 。 系 数 第 一 个 下 标 表示 微 扰 的 阶 ,第 二 个 下 标 m 以 区 分 不 
同 的 基 函 数 。 
设想 一 个 二 维系 统 , 在 最 低 阶 近似 下 有 
。575 。 


Bo of 3a (Wi)’ 四 
a Gi 
6 0 
Be 四 
of 
这 里 Wi 为 常数 ,or 一生 一。 


基质 .杂质 中 的 特 解 写 为 
网 CryO0) eg @ 


把 零 阶 势 的 结果 $5 、86 代入 式 侈 、 式 加 , 可 以 导出 泊 松 方程 的 
特 解 。 杂 质 和 基质 区 域 中 一 阶 势 的 通 解 为 


页 Cr,O) -Co + ght + DE lb + yh, (7) sin(m0) 
十 rrC4, 十 ye (r)cos(m0)] @ 
#70) =Aw t+ Hholn) + 2 (LA 十 天 Ba 
m= 1 


十 (7) jsin(m0) 十 [Ai 
二 +r™B3, 二 yh,(r) Jcos(m0)) 四 
边界 条 件 用 于 一 阶 势 ,得 到 系数 


on — oi)a"AY, ta”oYY, — a” (2 ) 


Br, = on 十 cr ® 
20,A $i Yt J 和 一 】 
he a (By 
ON 十 Gi 
多 = (a) — yh (a) (E) 
[onVy + Gs Vg — ovyi— BG V8 ], 
一 Jo 十 守 Disincvg) 十 Jscos(zg) 久 


对 于 方 点 阵 及 所 取 的 外 场 ， 有 上 标 1 的 系数 全 为 零 。 利 用 过 
加 原理 可 以 建立 一 阶 势 的 瑞 利 恒等式 ， 


”576 。 


Ai 十 2 普 [LAjusin(zng) 十 A?ucos(zg) 


= Sr LBil,sin(mb,) + BY ,COs(20; ) ] @ 


7 一 1 m= 


将 A4、B4 的 第 一 一 个 下 标 1 变 为 j 即 推出 7 阶 势 的 瑞 利 恒等式 ; 
据 此 ， 


2 2 
AS E [co 0;)Aii 十 


Oh 十 cr 
A3 一 3W 引 a' Wh Co, ee 


Yi 
| 加 


—a’ (go, —o;) (sys = ol )| 。 


[om oi)’ — 3as (WI)’ (0o, —o;)’] (By) 
对 电导 的 非 线性 本 构 关 系 取 平均 ,有 

(J) 一 〈 唔 十 X | 五 | 五 (EG) 

而 平均 电场 和 平均 电流 之 间 的 有 效 本 构 关 系 为 
(J)=o" (E+X* | ERE+y (| ENE. @ 

综合 式 四 、 式 国 ， 

‘aE+X|IE|lE=o (E+X" (| ERE+y (| ElE)+. 
(0 


考察 微 扰 展 开 式 知 微 扰 势 及 外 加 场 之 间 的 关系 
$? cc ES @ 
式 人 @ 必 须 对 任意 的 外 加 场 均 成 立 , E。 的 不 同 寡 的 系数 应 分 别 为 
零 ,于 是 可 建立 有 效 电 导 率 的 公式 。 写 出 线性 、 三 阶 有 效 电 导 率 
的 公式 ， 
o” = (Ww 
X* ((V$o)’ Vgo) = Xi C0; — 0) Xi(Vp1); 
+ (X;— XVgo)? VGo)it (0 —o’ XV.$1) @ 
式 中 4。) 表 示 杂 质 区 域 的 平均 。 
因为 基 消 数 的 正 交 性 质 , 所 以 杂质 区 域 上 积分 给 出 


(Vgo): = 0610: | 

12 
(VD =p| Ch + 时 | 四 
((CVgoD) Vg$o): = (C1)’p: () 


为 了 计算 整个 系统 上 的 空间 平均 ,考虑 电导 为 a 、X" 的 圆柱 形 杂 
质 和 电导 为 a*、X” 的 基质 的 电导 问题 。 利 用 前 面 的 结果 ,得 到 


(Vi$o) = (Wh 
(Vgo 请 Vapoy》 一 一 到 (4 
i 有 y 
(Vp) oro 外 


性 和 三 阶 有 效 电导 素 的 公 Ca, 
线性 有 效 电 导 率 、 非 线性 有 效 电 导 率 的 公式 分 别 为 


a 
0 一 OGA 


| Oh = 下 | £3 # =3 
各 oi To ( “bh 3 轴 一 和 = ) 名 
式 人 @ 对 颗粒 浓度 作 级 数 展开 并 保留 到 浓度 一 次 项 ， 
o” A ont 20n0; EE es 也 


从 式 回 ,有 


X” 名 
= 1+ 亢 5 
ee 1 i 
1 一 2p0 一 二 外 
x C3 < 0 3 0 
+ 1) 仇 tb 人 | 四 
将 有 横 线 的 系数 级 数 展开 且 保 留 到 颗粒 浓度 的 一 次 项 ， 
bo Abop: (3 


“ ,578 ® 


总 sl 一 3pop 
1 


ee | 
上 述 近 似 公式 代入 式 @ 也 保留 颗粒 浓度 的 零 次 项 一 次 项 ， 
~ 1+p| 一 op) 二 | 
上 式 与 式 @ 完 全 一 致 。 
6) 悬浮 体 的 统计 性 质 
今 设想 半径 为 a 的 颗粒 组 成 的 随机 悬浮 体 ,杂质 和 基质 的 导 


热 系数 为 k;、k, 。 对 场 量 进行 平均 即 得 平均 热流 梯度 G 和 平均 热 
流下 ， 


及 一 


1 
G =lim 于 vIav 加 
F =lim Ta 国 
可 以 将 热流 公式 中 的 积分 变 为 在 颗粒 区 域 中 的 积分 ， 
F =— hhG + lim 坪 (hk tn) | vrav 加 
定义 在 每 个 颗粒 区 域 中 的 记号 S$， 
$= (k—k)| vTay @ 


积分 区 域 为 所 考虑 的 那个 颗粒 ,S 为 颗粒 的 偶 极 子 强度 。 对 所 有 
颗粒 的 $ 取 平 均 $ ,于 是 热流 的 平均 可 以 写成 
F= AG 十 7S @ 
式 中 7 Ai 的 关系 
为 c 三 一 Sa no 
i 


r.… 处 的 颗粒 ,二 (ni ,rs，…) 为 除 参 考 颗 粒 以 外 的 颗粒 的 位 
形 ,P(OO 为 除 参 考 颗 粒 以 外 的 其 他 颗粒 取 YX 位 形 的 几率 密度 ;P 


mw 


(41O) 为 参考 颗粒 在 坐标 原点 ,其 他 颗粒 取 的 几率 密度 。 它 们 
都 是 归 一 化 的 ， 


jp Oyd¥= |Pcody= 1 四 


这 里 d4=dridr,…。 当 YY 中 的 元 素 都 和 参考 颗粒 相距 充分 远 时 ， 
因为 随机 性 和 无 长 程序 ,所 以 

P(Y|O) > PC BB 
以 S( 芒 表示 YX 位 形 条 件 下 参考 颗粒 的 偶 极 子 强度 ,这 时 原点 的 
温度 梯度 记 作 T(。 利 用 这 些 随 机 变量 可 以 将 温度 梯度 、 热 流 
的 系统 平均 表达 为 


C= | VT(JOPCOd& 加 
六 三 G 十 可 SCOPCZ | O)d& @ 


当 颗 粒 浓度 充分 低 时 ,可 以 将 孤立 颗粒 的 偶 极 子 强 度 5。 作 
为 S( 的 近似 ;孤立 的 球形 颗粒 内 外 温度 场 分 布 为 


篇 持 岛 天 
| BT Th |wlSw 


T(x) = 3k, 
ie |xl<a 
在 温度 场 表 达 式 中 引入 参量 ， 
十 二 让 人 电 
代入 式 人 @， 
遍 二 Sra'3k1G 四 
热流 的 平均 为 
FG 四 
比较 有 效 导 热 系 数 的 定义 ， 
下 一 有 G (WD) 


得 到 颗粒 浓度 一 阶 近 似 的 有 效 导热 系数 公式 ， 
» 580 。 


全 一 1 一 3x 0 
如 果 考 虑 颗粒 之 间 的 二 粒子 相互 作用 就 可 以 导出 精确 到 


的 有 效 导 热 系 数 。 为 此 热流 平均 值 式 侈 变 为 
ny Ne | [SCD $sJP(Y|IOd2 @ 


令 Si Cr) 为 位 于 的 第 二 个 颗粒 在 参考 颗粒 上 产生 的 附加 偶 极 子 
强度 。 在 二 粒子 相互 作用 近似 下 ,可 用 SS 二 SCr) 蔡 代 SC2D ， 


F=hG+ kG +alSi PCr | O)dr ® 
从 二 粒子 相互 作用 的 势 场 推出 
Si(r) — 全 ras3MAVHCr) 十 DCr) 加 
进一步 把 式 食 变 为 
|[vrCo 一 GPCOdx=o ® 


于 是 给 出 热流 平均 值 ， 
F =kG + 3AcksG 十 "|| [LSCO —S$,]JP(Y|O) 
—4xa iL YT(WD — GIP(D}dY ® 
在 二 粒子 相互 作用 的 近似 下 ,有 
F =kG + 3XckiG 十 可 [s， CDPCr | O) 


— 4rxa RV$P(r) dr 十 O(Cc2) 全 
对 于 数 密度 为 n 的 统计 上 均匀 的 颗粒 材料 ,颗粒 在 r 处 出 现 
的 几率 密度 为 
P(r)=n CE) 
几率 密度 PGr|1O) 与 悬浮 体 的 统计 结构 有 关 ; 对 于 由 相同 颗粒 组 
成 的 悬浮 体 , PCr|O) 满 足 
Ptr|O)0 {re Za) 
PCr |ONwn (ra) 
对 于 随机 性 悬浮 体 , 几 率 密度 为 


电 
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(r 过 a) 

(rr 2> 2a) 网 
利用 上 述 的 瑞 利 方法 ,可 导出 二 粒子 相互 作用 的 温度 场 分 

布 , 据 此 知 


S(R) = $xa’| hiG — 3A1kr >) (g) (sc 一 到 家 SR) | 


0 
P(r1O)= | 
n 


l=1 及 
式 中 
dt 
” 7 区 十 n 十 1 
名 二 4 ==0 所 一 一 对 
B=0 B=—3NA B= 
ja = 人 =0 = 
Vi=0 Ys= 6A YV, = 9 
依 孤 立 颗 粒 温度 场 的 表达 式 ， 
S(R) =5, 十 全 ra 3 VY(R) 一 号 ma 3Bk, (g) 。 
(26—w 和 R) 加 


因为 当 和 2 时 PCrlO)=0, 所 以 将 式 轩 的 积分 区 域 分 为 
委 2a ”>>2a 两 部 分 ;第 一 部 分 贡献 为 


= | 3 V$ rndr = 3A°c kG (8 


应 用 式 田 有 第 二 部 分 贡献 。 结 合 二 者 ,得 到 有 效 导 热 系数 ， 


k” 3 已/ 
=1 + 1， 本 | 


二 2 3 ki2 4 
=1 十 3 十 < (3X 十 池 入 十 二 gi 和 稚 二 本 -) 四 
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